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Die FigureD 

muBBten dem Format der Sammlung Göschen entsprechend 
in kleinem Massstabe gezeichnet werden. Dieser Nach- 
teil vermag aber deshalb nicht schwer in das Gewicht 
zu fallen, weil der Leser, welcher sich mit der dar- 
stellenden Geometrie erst vertraut machen will, alle Figuren 
am besten unter Annahme anders gelagerter Ausgangs- 
elemente in grösserem Massstabe selbst neu zeichnen muss. 
Nur dadurch kann er sich die Methoden und Konstruktionen 
der darstellenden Geometrie wirklich zu eigen machen und 
sich zugleich die nötige zeichnerische Geschicklichkeit, welche 
für die darstellende Geometrie von kaum geringerer Bedeutung 
ist als ihr theoretisches Verständnis, erwerben. Deshalb ent- 
werfe sich der Leser auch für alle Aufgaben und Kon- 
struktionen, bei welchen Figuren als nicht unbedingt nötig 
in Rücksicht auf den verfügbaren Raum nicht gegeben sind, 
entsprechende Figuren. Vor allen Dingen ist auch zu em- 
pfehlen, sich bei schwierigeren Aufgaben, um eine klare Vor- 
stellung der räumlichen Verhältnisse zu erhalten , zunächst 
eine Skizze in schiefer Parallelprojektion zu entwerfen, wie 
(lies auch im Text verschiedentlich geschehen ist. 



Tafel der angewandten Bezeichnungen, 



Es sind stets bezeichnet: 

Punkte mit grossen lateinischen Bachstaben: A, ..., 
P 

Linien (gerade oder kramme) mit kleinen lateinischen, 
in einigen Fällen auch mit kleinen deut- 
schen Buchstaben: a, . .., ^^ . ..; a, . . ., u; 

Ebenen mit grossen griechischen Buchstaben: A, ..., 
F 

Winkel mit kleinen griechischen Buchstaben: a, ..., 

9?, . .. 
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Elemente, welche um eine Gerade in eine neue 
Lage gedreht sind, werden durch die ihrer alten Be- 
zeichnung angefügten oberen oder unteren Indizes 0, A und 
Schatten von Elementen durch oben oder unten an- 
gefügte Sterne * bezeichnet. 



s Tafel der angewandten Bezeichnangen. 

g = AB bedeutet die Yerbindangsgerade der 
Punkte Ä und B; E=:ABC die Yerbindungsebene 
der drei Punkte A, B, C. 

Das Schneiden zweier Gebilde wird durch das Symbol X 
bezeichnet, und es bedeutet also 

P = g X h den Schnittpunkt von g und Ä, 
G = gxE „ „ « ^ und E, 

s = A X B die Schnittgerade von A und B . 

Abst (P, p), bezw. Abst (P, E) bezeichnet den senk- 
rechten Abstand eines Punktes P von einer Geraden g, 
bezw. Ebene E. 

Die Zeichen =, <, >, ||, 1, <fc, A haben die ge- 
wöhnliche Bedeutung gleich, kleiner, grösser, parallel, 
senkrecht, Winkel, Dreieck. 

Die vorstehende Bezeichnungsweise stimmt im wesent- 
lichen mit der von Wiener und Bohn-Papperitz (siehe Littera- 
turverzeichnis) benutzten überein. 
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Aufgabe der darstellenden Geometrie. 

1. Ebene Gebilde können in ilirer wahren Gestalt" 
nmnittelbar àxirch. Zeichnung in einer Ebene dargestellt 
und auf jene bezügliche Konstruktionen dann an diesen 
Zeichnungen direkt ausgeführt werden. Für räumliche 
Gebilde ist dies nicht mehr möglich, da sie sich im all- 
gemeinen nach drei Dimensionen erstrecken, während 
die Ebene nur zwei Dimensionen besitzt. 

Die Aufgabe der darstellenden Geometrie 
ist es nun, zu lehren, wie man räumliche Ge- 
bilde ihrer Gestalt, Grösse und Lage nach 
durch genaue ebene Abbildungen, aus denen 
sich wiederum jene selbst bestimmen lassen, 
darstellen kann, und wie man Aufgaben über 
räumliche Gebilde mit Hilfe ihrer ebenen Ab- 
bildungen durch Zeichnung lösen kann. 

Der erste Teil dieser Aufgabe hat eine Ver- 
allgemeinerimg nach zwei Eichtungen dahin erfahren, 
dass die räimilichen Gebilde nicht auf eine Ebene, son- 
dern auf irgend eine andere Fläche, z. B. auf die Ober- 
fläche eines Kreiscylinders, einer Kugel u. a., abgebildet 
(Rimdpanoramen, Kartenprojektionen), oder dass von 
den räumlichen Gebilden Abbildungen, welche selbst 
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wieder drei Dimensionen haben, liergestellt werden 
sollen (Modelle , Keliefperspektive). Beide Yerallgemei- 
nerungen sind in diesem "Werke nicht berücksichtigt, 
da sie an allgemeiner Bedeutimg hinter der Abbil- 
dung der räumlichen Gebilde auf die Ebene weit 
zurückstehen und jenseits der Grenzen liegen, welche 
diesen vorliegenden Grundzügen gesteckt werden mussten. 

Die darstellende Geometrie ist die unentbehrliche 
Grundlage für viele Zweige der Technik und der Kunst. 
Denn einerseits ermöglicht sie, von vorhandenen Bau- 
werken, Maschinen und anderen räumlichen Objekten 
anschauliche und genaue Büder herzustellen, anderer- 
seits aber für projektierte Bauwerke, Maschinen u. s. w. 
Pläne anzufertigen, auf Grund deren ihre wirkliche 
Herstellung erst möglich ist. Über diese praktische 
Bedeutung hinaus hat aber die darstellende Geometrie 
noch hervorragenden allgemein bildenden Wert, indem 
sie in ausgezeichnetster Weise das räiunlicheYorstellungs- 
vermögen auszubilden geeignet ist. 

Die wissenschaftliche Ausbildung der darstellenden 
Geometrie verdankt man dem französischen Mathematiker 
Monge (siehe Litteratur, Seite 3). 

Das Projektionsverfahren. 

2. Das Yerfahren, dessen sich die darstellende 
Geometrie bedient, um von räumlichen Gegenständen 
Bilder zu erhalten, welche einen ähnlichen Eindruck 
wie die Originale hervorbringen, ist das der Projektion. 

Zieht man von einem gegebenen Pimkte Strahlen 
nach den sämtlichen Punkten der Oberfläche eines ge- 
gebenen räumlichen Gebildes O und bestimmt dann die 
Schnittpunkte dieser Strahlen (bezw. ihrer Verlängerungen) 



Projektionen bestimmter Gebilde. 
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mit einer gleichfalls gegebenen Ebene TT, so nennt man 
die Gresamtheit aller dieser Schnittpunkte die Pro- 
jektion Gc des räumlichen Grebildes O auf die 
Ebene TT für den Punkt als Projektionszentrum. 
Die von ausgehenden Strahlen heissen Projektions- 
strahlen und die Ebene JX die Projektionsebene. 
Die folgenden Betrachtimgen über die Projektionen 
bestimmter Grebilde geben zugleich erläuternde Beispiele 
für die soeben gegebene Beschreibung des Projektions- 
verfahrens. 

Projektionen bestimmter Gebilde. 

3. Ist (Fig. 1) ein Punkt P gegeben, so ist 
seine Projektion wieder ein Punkt, nämlich der 



n 







--^s^ 



Fig. 1. 



Schnittpunkt Pc des Strahles OP mit der Ebene TT. 
Liegt P speziell in der Ebene TT, so fällt er mit seiner 
Projektion zusammen. 
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Wählt man auf dem Strahle OP beliebige andere 
Punkte 0, i?, 5, . . . , so erkennt man sofort, dass sie 
(nach § 2) denselben Punkt Pc zur Projektion haben. 
Während also, wenn das Projektionszentrum und die 
Projektionsebene TT gegeben sind, für jeden Raumpunkt 
nur ein bestimmter Punkt in TT als Projektion sich 
ergiebt, gehören zu jedem Punkte in T\ unendliche 
viele Punkte des Raumes, deren Projektionen in jenen 
Punkt" fallen, nämlich aUe Punkte des durch ihn hin- 
durchgehenden Projektionsstrahles. Nur wenn der ab- 
zubildende Punkt in das Zentrum fällt, wird das Pro- 
jektionsverfahren unbestimmt. 

Aber der Punkt Pc ist auch die Projektion der 
ganzen unendlichen Geraden, welche durch und Pc 
hindurchgelegt werden kann, sowie die Projektion einer 
beliebigen Strecke PO, QR^ ... derselben. Denn ver- 
bindet man jeden Punkt der unendlichen Geraden oder 
einer in ihr gelegenen Strecke mit dem Projektions- 
zentrum 0, so fallen alle Projektionsstrahlen in diese 
Gerade und schneiden folglich die Projektionsebene TT 
sämtlich in dem Punkte P^. 

4. SoU (Fig. 2) eine Gerade g , welche nicht durch 
das Projektionszentrum geht, projiziert werden, so liegen 
die Projektionsstrahlen aller Punkte von g in der durch 
die Gerade g und den Punkt bestimmten Ebene, 
welche die projizierende Ebene f der Geraden g 
genannt wird. Folglich liegen die Projektionen aller 
Punkte von g auf der Schnittgeraden gc dieser pro- 
jizierenden Ebene F mit der Projektionsebene TT, 
und mithin ist die Projektion einer nicht durch 
das Projektionszentrum gehenden Geraden g 
wieder eine Gerade gc. 

In der gleichen Weise wie in § 3 erkennt man 
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aber, dass auch jede andere Gerade, welche in der pro- 
jizierenden Ebene f der Geraden g liegt, dieselbe 
G-erade ^^ in TT zur Projektion hat, ja dass sogar jedes 
in der Ebene V gelegene ebene Gebilde (ebene Kurve 




-F/^-r 33^-0 



Fig. 2. 

oder begrenztes Ebenenstûck) die Gerade gc bezw. ein 
Stück von gc zur Projektion besitzt. Während also eine 
gegebene Gerade ihre Projektion eindeutig bestimmt, ge- 
hören zu einer in der Projektionsebene gegebenen Geraden 
unendlich viele ebene Gebilde, deren Projektion sie ist. 

Der Schnittpunkt O der Geraden g und der Pro- 
jektionsebene TT fäJlt nach dem früheren mit seiner 
Projektion zusammen. Hegt also auch auf gc und heisst 
der in TT gelegene Spurpunkt der Geraden g, 

5. Die Projektion einer ebenen Kurve, 
deren Ebene nicht durch das Projektions- 
centrum geht, oder einer Eaumkurve (auch dop- 
pelt gekrümmte Kurve genannt, d. i. eine Kurve, deren 
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Punkte nicht sämtlich in derselben Ebene liegen) ist 
eine ebene Kurve. Ist k (Fig. 3) eine solche Kurve, 
so liegen ihre sämtlichen Projektionsstrahlen OA^ OB^ , .. 



-A— ~~=~=r^^o 




Flg. 8. 

nicht melir in einer Ebene, sondern bilden die Ober- 
fläche eines Kegels, des projizierenden Kegels oder 
Strahlenkegels, dessen Spitze das Projektions- 
zentrum ist. Die von der Projektionsebene TT aus- 
geschnittene ebene Kurve kc ist die Projektion der Kurve k. 
6. Die Projektion eines beliebigen räum- 
lichen Grebildes endlich setzt sich zusammen aus den 
Projektionen aller Punkte, ebenen und krummen Linien, 
welche das gegebene Grebilde enthält. Die von dem 
Projektionszentrum nach allen Punkten des Gebildes 
gezogenen Strahlen bilden ein Strahlenbündel, dessen 
Mittelpunkt das Projektionszentrum ist. Als Bei- 
spiel diene die Projektion einer dreiseitigen Pyramide -45(7D 
in der Figur 4, welche zugleich den Fall veranschau- 
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licht, dass das Projektionszentrum zwischen dem Gebilde 
und der Projektionsebene liegt. Die vier Seitenflächen 
der Pyramide projizieren sich auf TT in die vier Drei- 
ecke AcBaCc, AcBcDc, ÄcGcDc, BaCcDc. 




Fig. 4. 

Die Projektion eines räumlichen Gebildes 
ist also eindeutig bestimmt, sobald das Pro- 
jektionszentrum und die Projektionsebene ge- 
geben sind. Da aber, wie in § 3 ausführlich gezeigt 
ist, jeder Punkt Ac der Projektionsebene die Projektion 
von den unendlich vielen Punkten des durch ihn 
hindurchgehenden Projektionsstrahles, sogar die Pro- 
jektion jedes Stückes des nach beiden Seiten in 
das Unendliche verlängerten Strahles ist, so erkennt 
man, dass durch jeden Punkt der Projektions- 
ebene nur der durch ihn gehende Projektions- 
strahl bestimmt wird. Hieraus folgt unmittelbar 
weiter, dass eine beliebige Figur in der Pro- 
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jektionsebene nicht die Projektion eines ein- 
zigen, sondern unendlich vieler räumlichen 
Gebilde ist. Yergl. § 4 und Figur 2, wo dieser 
Umstand für die Gerade gc ausführlich dargelegt ist. 
7. Für ein in dem Projektionszentrum befind- 
liches Auge, welches ein räumliches Gebüde, z. B. die 
dreiseitige Pyramide der Figur 4, betrachtet, fallen die 
von ihm nach den Punkten der Pyramide gehenden 
Sehstrahlen mit den oben erwähnten Projektionsstrahlen 
zusammen. Denkt man sich noch die Projektionsebene 
durchsichtig, so fällt für das in befindliche Auge die 
Projektion AcBcGcDc scheinbar mit der dreiseitigen 
Pyramide AB CD zusammen und macht auf dasselbe 
den gleichen Eindruck wie die Pyramide selbst In- 
folgedessen ist die Projektion eines räumlichen Gebildes 
auf eine Ebene eine Abbildung desselben, und man 
nennt daher die Projektionsebene auch Bildebene. 

Die verschiedenen Arten der Projektion. 

8. Das Projektionszentrum kann in jedem beliebigen 
Punkte des Raumes ausserhalb der Projektionsebene 
angenommen werden. Je nachdem nun das Projektions- 
zentrum in endlicher oder unendlich grosser Entfernung 
von der Projektionsebene liegt, nennt man die Projektion 
Zentralprojektion (Perspektive) oder Parallel- 
projektion. Liegt nämlich das Projektionszentrum un- 
endlich weit, d. h. ist sein Abstand von der Projektions- 
ebene grösser als jede noch so grosse endliche Strecke, 
so schneiden sich je zwei beliebige Projektionsstrahlen 
ebenfalls erst in imendlich grosser Entfernung von der 
Projektionsebene, sind also und folglich alle Projektions- 
straiilen einander parallel. 
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Die Parallelprojektion wird speziell als senk- 
rechte (orthogonale) Projektion bezeichnet, wenn 
die Projektionsstrahlen senkrecht auf der Pro- 
jektionsebene stehen. Treffen die Projektions- 
strahlen unter irgend einem anderen, als einem, rechten 
Winkel auf die Projektionsebene auf, so nennt man die 
Projektion schiefe Projektion. 

Die Zentralprojektion ist von besonderer Wichtigkeit 
für die Malerei, imd ihre Ausbildung ist nicht zum 
wenigsten verschiedenen der grössten Meister der Re- 
naissance zu danken. Die ParaUelprojektion und vor- 
nehmlich die orthogonale Projektion ist für die Technik 
imd Baukunst das unentbehrlichste Hilfsmittel. Dem 
Bedürfnisse der letzteren verdankt sie ihren Ursprung 
imd zum Teil ihre Fortentv^dckelung. 

Die Parallelprojektion ist eigentiich nur ein spe- 
zieller Fall der Zentralprojektion. Durch den Um- 
stand aber, dass bei der ersteren alle Projektionsstrahlen 
einander parallel sind, gestalten sich ihre Konstruktionen 
weit einfacher als die der Zentralprojektion. Des- 
halb ist es üblich geworden, die darstellende Greometrie 
mit der Parallelprojektion zu beginnen. 

Diesem Brauche folgend, ist das vorliegende 
Bändchen ausschliesslich der Parallelprojektion ge- 
widmet und zwar mit Ausnahme der beiden ersten 
Abschnitte der orthogonalen ParaUelprojektion. In dem 
ersten Abschnitte wird die Perspektive Affinität be- 
sprochen, welche für die ParaUelprojektion von grund- 
legender Bedeutung ist; der zweite Abschnitt behandelt 
die schiefe Projektion. Da dieselbe anschauliche Skizzen 
von verwickeiteren räumlichen Verhältnissen leicht her- 
zusteUen gestattet, so ist es zweckmässig, sie vor der 
orthogonalen Projektion zu besprechen, um sie dann für 

H aasin er, Darstelleade Geometrie. 2 
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kompliziertere Aufgaben der letzteren verwerten zu 
können. Die beiden letzten Abschnitte sind der ortho- 
gonalen Projektion auf zwei zu einander senkrechte 
Projektionsebenen gewidmet. Der dritte Abschnitt ent- 
hält die grundlegenden Betrachtungen und Konstruk- 
tionen, deren man sich bei allen Aufgaben und An- 
wendungen der darstellenden Geometrie fortwährend be- 
dienen muss. In dem letzten Abschnitte sind die eben- 
flächigen Gebilde ausführlich behandelt 

Die Behandhmg der einfachsteil krummen Flächen 
und der wichtigsten Aufgaben über dieselben wird das 
zweite Bändchen eröffnen. Die Schattenkonstniktionen, 
Grundzüge der Beleuchtungslehre imd kotierten Pro- 
jektion, die Axonometrie und Perspektive werden den 
Schluss des zweiten Bändchens und das dritte Bänd- 
chen bilden. 



I. Abschnitt. 

Farallelprojektlonen ebener Gebilde 

und Affinität. 



Parallelprojektionen von Strecken. 

9. Die Projektionsebene sei wieder mit T\ be- 
zeichnet, und p sei eme beliebige Gerade, welche die 
Eichtung der Projektionsstrahlen angiebt. Dann ist die 
Projektion einer Geraden g im allgemeinen wieder eine 
Gerade gs*)] nur wenn g parallel der Richtung der 
projizierenden Strahlen ist, reduziert sich ihre Projektion 
auf einen Punkt (§§ 3 und 4). Bezeichnet O (Fig. 5) 
den Spiu-punkt (§ 4) der Geraden g^ und sind A^ B 
zwei Punkte auf g^ so liegen ihre Projektionen Äg. 
Bg auf gs, und es sind die Dreiecke AOAs und BGBj 
einander ähnlich. Folglich verhält sich 

OA:AB=GAs:AsBs 

d. h. zwei Strecken einer Geraden verhalten 
sich wie ihre Projektionen. 

Ist g der Projektionsebene parallel, so fällt der 
Spurpunkt G in das unendliche und es ist AB parallel 



*) Die frühere BezeichnuDg g^ für die ProjektioD 
einer Geraden g y P^ für die eines Punktes P wird von jetz^ 

an nur noch für Centralprojektionon verwendet. 

2* 
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und gleich AsBg; folglich: die Projektion einer 
Strecke ist ihr parallel und gleich, wenn die 
Strecke der Projektionsebene parallel ist. 

10. Sind zwei Gerade g und h parallel, so 
sind auch ihre Projektionen gs und ha parallel, 
da die projizierenden Ebenen beider Geraden der 
Richtung p und also einander parallel sind. 




Fig. 5. 

Ist noch (Fig. 5) H der Spurpunkt von /^ in TT. 
und fasst man zwei in g und h gelegene Strecken von 
beliebigen Längen, AB imd CD ins Auge, so bestehen 
nach dem vorstehenden die Proportionen 

GA: AB= QA^ : A^B,, 

HC: CD^HCsi C^Ds, 

und da auch die Dreiecke AOAg und CHCf^ einander 
ähnlich sind, so verhält sich 

GA:HC=^ QAsiHCs 
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lind folglich. 

AB: CD= AsBsi G,Ds, 

d. h. parallele Strecken verhalten sich wie ihre 
Projektionen. 

Parallelprojektion einer ebenen Fignr; Affinität. 

11. Projiziert man eine in einer Ebene E gelegene 
Figur, z. B. das Dreieck ABC (Fig. 6) durch parallele 




Hg. 6. 

Strahlen auf die Ebene TT, so erhält man nach dem 
Obigen wieder ein Dreieck AsBsCs^ wenn die 
Projektionsstrahlen — wie vorausgesetzt werden soU — 
nicht der Ebene E parallel sind. Jede Seite imd ihre 
Projektion müssen sich in der Spur der Ebene E, 
d. i. in ihi-er Schnittgeraden e mit TT schneiden; z. B 
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AB und AsBs schneiden sich in dem Punkte Q auf e. 
Umgekehrt aber kann man offenbar auch das Dreieck 
ABC als Projektion des Dreiecks A^B^Cs ansehen; 
jedes der beiden Dreiecke ist also die Parallelprojektion 
des andern. Man erkennt hieraus: jedem Punkte und 
jeder Geraden der einen Ebene ist bezw. ein Punkt und 
eine Grerade der anderen Ebene so zugeordnet, dass 
sie Parallelprojektionen von einander sind. Derartige 
einander zugeordnete Punkte oder Geraden sollen kurz 
entsprechende genannt werden. Jeder Figur der 
einen Ebene entspricht dann also eine bestimmte Figur 
der anderen Ebene; jeder Punkt der Schnittgeraden 
entspricht sich selbst. 

Zwei ebene Figuren, von denen jede die 
Parallelprojektion der anderen ist, nennt man 
perspektiv-affin; die zwischen ihnen bestehende 
geometrische Abhängigkeit oder, wie man sagt, 
geometrische Verwandtschaft heisst Perspek- 
tive Affinität oder Affinität bei perspektiver 
Lage. Die charakteristischen Eigenschaften zweier 
perspektiv-affinen Figuren sind: 

1) Alle Yerbindungslinien entsprechender 
Punkte sind (als Projektionsstrahlen) einander 
parallel; sie heissen auch Affinitätsstrahlen. 

2) Die Schnittpunkte je zweier ent- 
sprechenden Geraden liegen in einer Geraden, 
der Schnittlinie der Ebenen beider Figuren, welche 
Affinitätsachse genannt wird. 

Ist im besonderen eine Gerade der Affinitätsachse 
parallel, so ist es auch die ihr entsprechende Gerade. 
Sind zwei Strecken einander parallel, so sind auch die 
ihnen entsprechenden einander parallel und liaben das- 
selbe Streckenverhältnis (§ 10). 
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Zwei entsprechende Winkel, d.h. zwei Winkel, 
deren Schenkel entsprechende Geraden sind, haben 
aber im allgemeinen nicht gleiche Grösse. 

Wenn zwei Ebenen parallel sind, so ist 
jede Figur der einen Ebene kongruent ihrer 
Parallelprojektion auf die andere. Die Kon- 
gruenz ist demnach ein spezieller Fall der Affinität. 
Figur 7* veranschaulicht diesen speziellen Fall. 





Fig. 7*. 



Fig. 7*>. 



Ebenso sind die entsprechenden Figuren zweier 
Ebenen E und TT kongruent, wenn die Projektions- 
strahlen gegen beide gleich geneigt sind. In diesem 
Falle (Fig. 7^) stehen nämlich die Projektionsstrahlen 
auf der Halbierungsebene W des Neigungswinkels der 
Ebenen E imd TT (und mithin auch auf ihrer Schnitt- 
geraden) senkrecht; folglich sind die beiden rechtwink- 
ligen Dreiecke ÄÄ' Q und AsÄ'Q kongruent, und mithin 
ist QA = QÄg. In analoger Weise folgt BÄ == EAg. 
Mithin ist auch A QAB ^ /\ QAgR und folglich 
< QAR = < QAsR, < RQA ^^RQA^, Bringt 
man nun die eine Ebene durch Drehimg um die Schnitt- 



24 !• ParallülprojektioneD ebener Gebilde und Affinität. 

linie zur Deckung mit der anderen, so fallen ent- 
sprechende Punkte imd Gerade zusammen, womit die 
Behauptung bewiesen ist. 

Entsprechende Figuren der Ebenen E und TT sind 
in diesem Falle symmetrisch zu einander in Bezug auf 
die Ebene TT' als Symmetrieebene. 

12. Zwei perspektiv-affine Figuren bleiben 
zu einander perspektiv-affin, wenn die Ebene 
der einen um die Affinitätsachse in eine be- 
liebige neue Lage gedreht wird. 




Fig. 8. 



Beweis. (Fig. 8.) Die Ebene E ist um e in die 
neue Lage E^ gedreht, wodurch die Figiu* AB . . . in 
die Lage Ä^B^ . , . gekommen ist.*) Wenn nun der 
Voraussetzung entsprechend AB . . . perspektiv-affin zu 
AjfBg . . . in TT ist, so verhält sich (§ 9) 

GA:AB= OAs : A,B. 



'a ) 



*) Es sind nur die Geraden ABy A^B^j -^i^i g®" 
zeichnet, um die Figur nicht unübersichtlich zu machen. 
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und da infolge der Drehung 0Ä= OÄ^^ AB = A^B^ 
ist, so folgt 

GA^ lA^B^ = GA,:AsBs, 

Mithin sind die Dreiecke A^QA^ und B^ OB^ ähnlich und 
ähnlich gelegen, und es mi A^ As\\ By B^ ^ d.h. die Ver- 
bindungslinien entsprechender Punkte sind parallel. Es 
sind also auch die Figuren A^B^^ . . ., A^Bg^ ... Parallel- 
projektionen von einander, was zu beweisen war. 

Der Satz gilt augenscheinlich noch, wenn die 
Ebene E in der einen oder anderen Richtung so weit 
gedreht wird, dass sie mit der Ebene TT zusammen- 
fällt. Man sagt dann, die eine Ebene ist in die andere 
umgelegt. Folglich erhält man den wichtigen Satz: 

Die Parallelprojektion einer ebenen Figur 
ist zu der in die Projektionsebene umgelegten 
Figur perspektiv-affin; die Schnittlinie beider 
Ebenen ist die Affinitätsachse. 



Perspektiv - affine Figaren in derselben Ebene. 

13. Man nennt umgekehrt zwei in derselben 
Ebene gelegene Figuren perspektiv-affin, wenn 

1) alle Verbindungslinien entspechender 
Punkte einander parallel sind; 

2) die Schnittpunkte je zweier entsprechen- 
den Geraden in einer Geraden liegen. 

Diese Eigenschaften sind mit den in § 11 an- 
geführten zwei Kennzeichen der räumlichen Affinität 
übereinstinmiend, und in der That ist die jetzige De- 
finition der Perspektiven Affinität mit der früheren 
übereinstimmend, wie noch gezeigt werden wird. Die 
fiühere Definition wird für Figuren derselben Ebene 
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unbestimint, da dann die Affinitätsstrahlen selbst in ihr 
liegen und mithin die Definition der Projektion eines 
Punktes (§ 2) versagt. 

Will man auf Grund der jetzigen Definition zu 
einer Figur die ihr affine*) konstruieren, so kann man 
die Affinitätsachse und zwei einander affin ent- 
sprechende Punkte willkürlich wählen. Dann 
aber ist zu jedem anderen Pimlvte der Ebene der affine 
Punkt eindeutig bestimmt. 




Fig. 9. 

Ist (Fig. 9) e als Affinitätsachse und A^ Aq als 
das affine Punktepaar gegeben, so bestimmt die Verbin- 
dungslinie dieser beiden Punkte die Richtung der 
Affinitätsstrahlen. Man findet dann den zu B affinen 
Pimkt Bq, indem man die Grerade AB bis zum Schnitt- 



*) Statt „perspektiv- affin" wird im folgenden kurz 
nur „affin" gesagt ^ da die allgemeine Affinität in diesem 
Bache nicht betrachtet wird. 
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punkte O mit e verlängert, darauf O mit Äq verbindet 
und durch B eine Parallele zu AÄq zieht; der Schnitt- 
punkt dieser Parallelen mit OÄq ist der gesuchte 
Punkt Bq . Die Geraden ÄO^ AqO sind ebenfalls affin. 

Dreht man eine der beiden affinen Figuren, z. B. 
Aq Bq um e in eine beliebige räumliche Lage A^ B^ , 
so ist wieder AA^ \\ BB^ (denn OA : OB = OAq : GBq 
und, da GAq = GA^, OB^ = GB^ ist, auch G A : GB 
= GA^ : G^^^ u. s. w.), d. h. AiB^ und ^jB sind 
Parallelprojektionen voneinander und die Affinitätsachse 
ist die Schnittgerade der Ebenen beider Figuren. Da- 
mit ist aber gezeigt, dass die beiden Definitionen der 
Affinität gleichbedeutend sind. 

14. Zwei Gerade (Fig. 9) g und h schliessen im 
allgemeinen einen Winkel ein, welcher nicht gleich 
dem Winkel zwischen ihren affinen Geraden Çq und Hq 
ist (§ 11). Dreht man die Geraden g imd h um ihren 
Schnittpunkt A so, dass sie immer denselben Winkel (p 
einschliessen, so giebt es eine Lage in denen ihre affinen 
Geraden denselben Winkel (p einschliessen. 

Aufgabe. Es sollen für zwei affine Punkte 
A, Aq die .einander entsprechenden rechten 
Winkel konstruiert werden.*) 

Man zieht durch den Halbierungspunkt der 
Geraden AAq (Fig. 10) zu ihr eine Senkrechte, w^elche 
die Affinitätsachse e in dem Punkte M schneidet. Mit 
MA als Radius beschreibt man um M als Mittelpunkt 
einen Kreis, welcher auch durch Aq gehen muss, da 



*) Die Konstruktion für den allgemeinen Fall, dass 
die affinen Winkel eine beliebig gegebene Grösse qp be- 
sitzen, findet sich z. B. in Rohn-Papperitz, Lehrbach 
der darstellenden Geometrie £d. 1, S. 15 (Leipzig 189S). 
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MÄ = MAq ist. Verbindet man die Schnittpunkte R, S 
des Kreises und der Affinitätsachse mit den Punkten A 




Fig. 10. 

und Aq, so sind die Winkel RAS und RAqS die ge- 
suchten rechten Winkel. 

Es giebt also nur eine Lösung, ausgenommen den 
Fall, dass jede der beiden affinen Figuren das Spiegel- 
bild der andern in Bezug auf die Affinitätsachse ist, 
also e die Strecke AAq halbiert und senkrecht zu ihr ist; 
in diesem Falle giebt es imendlich viele Lösungen. 

Konstruktionen der Ellipse. 

15. Definition. Ellipse nennt man die zu 
dem Kreise affine Kurve. Auf Grund dieser De- 
finition soUen jetzt einige Konstruktionen der Ellipse 
abgeleitet werden. 

16. Die Affinitätsachse e, der Kreis k mit 
dem Mittelpunkt und der zu affine Punkt Oq 
sind gegeben (Fig. 11). Es soll die zu k affine 
Ellipse konstruiert werden. 



Eonstmktionen der Ellipse. 
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Man zieht durch einen beliebigen Durchmesser 
ÄB^ welcher e in P schneidet, und durch P die zu 
ihm affine Gerade PO^, Die Schnittpunkte der durch Ä 




und B parallel zu Oq gezogenen Affinitätsstrahlen 
mit POq geben die zu A und B affinen Punkte Aq 
und Bq, Da OA = OB ist, so folgt (§ 9), dass auch 
Oj, Aq = Oq Bq ist , d. h. Oq ist für die Ellipse Mittel- 
punkt, da in ihm alle Durchmesser halbiert werden. 
Diese Konstruktion wiederholt man für beliebig viele 
Kreisdurchmesser und erhält dadurch beliebig viele 
Ellipsenpunkte, so dass man die Ellipse mit jeder 
wünschenswerten Genauigkeit zeichnen kann. 

Führt man spe^ell dieselbe Konstruktion für den 
zu AB senkrechten Kreisdurchmesser CD durch, so 
erhält man den entsprechenden Durchmesser Co^o ^®^ 
Ellipse. Zwei Ellipsendurchmesser, welche zwei 
zu einander senkrechten Kreisdurchmessern 
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entsprechen, nennt man konjugierte Durchmesser. 
Sie stehen im aUgemeinen nicht aufeinander senk- 
recht; wohl aber ist eine andere Eigenschaft der 
Kreisdurchmesser erhalten geblieben. Zieht man 
irgend eine parallele Sehne zu dem einen Durchmesser, 
z. B. KL\\ CDj so wird diese von dem anderen Durch- 
messer im Schnittpunkte J halbiert. Nach (§ 10) ist 
die zu KL affine Gerade 



Kn Ln ! Cn Di 



und 
folglich 



-^0 



-^0 



Ä J '. J Li = jKq J^ \ Jq Lq , 

-^0 *^ = *A) -^0 ) 



da KJ= JL ist. D. h. 

Die zu einem Ellipsendurchmesser par- 
allelen Sehnen werden von dem konjugierten 
Durchmesser halbiert. 

Konstruiert man (nach § 14) die beiden affinen 
rechten Winkel in und Oq, so erhält man die auf- 
einander senkrechten Kreisdurchmesser EF und QH^ 
welchen ebenfalla aufeinander senkrechte Ellipsen- 
durchmesser E^^FQ und GtqHq entsprechen. Diese 
beiden konjugierten Durchmesser nennt man die Achsen 
der Ellipse; ihre Endpunkte Eq, Fq^ Oq^ Hq die 
Scheitel derselben. Da nun die zu einer Achse par- 
allelen Sehnen nach dem obigen von der anderen 
Achse halbiert werden, so ist von den beiden Hälften, 
in welche jede Achse die Ellipse zerschneidet, jede das 
Spiegelbild der anderen in Bezug auf diese Achse. Die 
Ellipse ist also in Bezug auf die beiden Achsen sym- 
metrisch, und es genügt daher einen Ellipsenquadranten 
genau zu zeichnen; die übrigen kann man dann durch 
blosses Umklappen desselben um die Achsen erhalten. 
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17. Tangente an den Kreis nennt man jede in seiner 
Ebene liegende Gerade, welche mit dem Kreise nur 
einen Punkt seines Umfanges, keinen seines Inneren 
gemeinsam hat oder — wie man sich kurz ausdrückt 
— den Kreis berührt. Man kann die Tangente auch 
als Grenzlage einer Sekante ^ffassen, wenn man näm- 
lich eine Sekante so dreht, dass ihre Schnittpunkte 
immer näher aneinander rücken, bis sie schliesslich 
zusammenfallen. Deshalb sagt man auch, die Tangente 
hat mit der Kurve zwei unendlich benachbarte Punkte 
gemeinsam. Die zu einer Kreistangente affine Gerade 
kann folglich mit der zu dem Kreise affinen Ellipse 
auch nur einen Punkt ihres Umfanges, keinen ihres 
Inneren gemeinsam haben, imd man nennt sie daher 
entsprechend Tangente der Ellipse. 

Nun steht bekanntlich die Kreistangente senkrecht 
auf dem nach ihrem Berührungspunkte gehenden 
Durchmesser und ist parallel zu dem auf dem letzteren 
senkrechten Durchmesser, z. B. ist die Tangente in A 
parallel zu CD. Folglich ist (§ 10) die Ellipsentan- 
gente, welche den zu A affinen Pimkt Aq zum Be- 
rührungspunkte hat, parallel zu Q D^, . Folglich: 

Die Ellipsentangenten in den Endpunkten 
eines Durchmessers sind parallel dem zu ihm 
konjugierten Durchmesser. 

Die Tangenten in den Scheiteln einer Achse stehen 
auf ihr senkrecht. 

Um eine Tangente an die EUipse zu ziehen, 
ohne auf die Eigenschaften konjugierter Durchmesser 
Bezug zu nehmen und ohne die Ellipse selbst zeichnen 
zu müssen, verfährt man folgendermassen. Zu dem 
Punkte A ist der affine Ellipsenpunkt Aq bestimmt; 
man zieht die. Kreistangente in A, verlängert sie bis 
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zum Schnitte T mit der Affinitätsachse e und zieht 
TÄq^ welche Gerade dann die gesuchte Ellipsentangente 
sein muss.*) 

Sollen von einem Punkt Uq die Tangenten an die 
Ellipse gezogen werden, so ermittelt man zuerst den 
zu Uq affinen Punkt U nach § 13. Von U ans 
konstruiert man die beiden Kreistangenten in be- 
kannter Weise (Kreis über Ï7 als Durchmesser 
schneidet den Kreis k in den Berührungspunkten der 
beiden Tangenten). In der Figur ist nur der eine ße- 
rührungspimkt A gezeichnet und die Konstruktion nur 
für die eine Tangente durchgeführt, um dieselbe nicht 
unübersichtlich zu machen. Die Tangente UÄ schneidet 
e in T, und es ist Uq T dann die affine Ellipsentangente, 
welche man also ziehen kann, ohne den zu Ä affinen 
Benihnmgspunkt Kq vorher konstruiert zu haben. 

An einen Kreis können von einem Punkte zwei 
Tangenten, eine oder keine gezogen werden, je nachdem 
der Punkt ausserhalb, auf oder innerhalb der Kreis- 
peripherie liegt. Folglich gilt das Gleiche für die 
Ellipse. 

18. Dreht man eine der beiden Figuren, die Ellipse 
oder den Kreis, um die Affinitätsachse e in eine be- 
liebige räumliche Lage, so ist dann jede der beiden 
Kurven die Parallelprojektion der anderen (nach § 23). 
Mit dem Winkel, den die Ebenen beider Kurven ein- 
schliessen, ändert sich die Richtung der Projektions- 



*) Will man eine Ellipse mö$?lichst genau zeichnen« so 
empfiehlt es sich, nicht nur Punkte der Ellipse, sondern 
auch in ihnen die Tangenten der Ellipse zu bestimmen. 
Auch muss man nach den Scheiteln der grossen Achse zu 
immer mehr Punkte der Ellipse bestimmen, da dort die 
Ellipse stärker gnkrümmt ist. 
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strahlen. Da nun in Figur 11 die Affinitätsachse und 
die einander affin entsprechenden Punkte und Oq 
willkürlich angenommen werden können, so folgt in 
Verbindung mit dem Vorstehenden: Die Parallel- 
projektion eines Kreises ist eine Ellipse. 

Gewöhnlich wird die Ellipse definiert als der 
geometrische Ort aller Punkte, für welche die Summe 
ihrer Abstände von zwei festen Pimkten, den Brenn- 
punkten, konstant ist. Dass diese Definition mit der 
obigen gleichbedeutend ist, wird — um Wiederholungen 
zu vermeiden — später bei dem Nachweise, dass die 
Kegelschnitte Zentralprojektionen des Kreises sind, ge- 
zeigt werden. 




Fig. 12. 



19. Konstruiert man (Fig. 12*)) zu dem der 
Affinitätsachse e parallelen Kreisdurchmesser MN den 
entsprechenden Ellipsendurchmesser M^ Vq , so ist dieser 



*) Figur 12 ist als eine Wiederholung von Figur 11 
anzusehen; der Übersichtlichkeit wegen sind in Figur 12 
nur die jetzt in Betracht kommenden Linien gezeichnet 
alle anderen weggelassen. 

Haussner, Darstellende Geometrie. 3 
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ebenfalls der Achse e und MX pandleL und folglich ist 
auch J4AJ^= J/X. Dem zu der Achse e senkKvhten 
Kreisdurchmesserrïrentspricht der zu M^X^ k'^njusiorio 
EUipsendurchmesser F^ W^ . 

Die Länge des Durchmessers J^A^Jj und der Läse 
beider konjugierten Diut^hmesser hangt wesentlich von 
der Wahl der Affinitätsachse e xmd dos dem Piuikte O 
entsprechenden Pimktes i\ ab, welche beide willkürlieh 
gewählt werden konnten. Von der getroffenen Wahl 
hangt die Gestalt der zu dem Kiv^ise affin konstruierten 
Ellipse ab. 

Oft ist aber eine Ellii^se zu konstniiei>t?n, von 
welcher zwei konjugierte Durehmesser der Orfisse uml 
Lage nach gegeben sind. Die vorstehenden Bemerkungen 
führen dann leicht zum Ziele, Sind (Fig. 12) die 
Strecken J/o-%' ^o^o- welche sich in Oq gegenseitig: 
halbieren, die beiden, auch ihi-er Lage nach gegebenen 
konjugierten Durchmesser der gesuchten Elli^vse, so 
ziehe man zu dem einen derselben, z.B. J/o-%» ^^i^e 
beliebige Parallele e als Affinität^ichse, Diese wenle 
von dem anderen Diuvhmesscr Vq^^o "^ ^^'^"^ Pimkte A^ 
getroffen, imd durch diesen ziehe man eine Senkrechte 
zu e. Auf dieser wähle man noch einen Piuikt als 
den zu Oq affinen Pimkt willkürlich aus und l>eschi\nlH> 
lun ihn als Mittelpimkt den Kreis k mit dorn Radius 
Oq J/^ = Oq Xq . Konstruiert man nun die zu diesem 
Kreise k affine Ellipse (nach § IG), so ist sie die 
gesuchte. 

Da die Achse eine beliebige Parallele zu J/oA'^^ 
und O ein beliebiger Punkt auf der duivh den Pmikt A' 
senkrecht zu e gezogenen Geraden ist, so lässt sich die 
Konstniktion dim^h [»assende Verfügung über die Lage 
der Achse e und des Pimktes O noch erheblich ver- 
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Halbmessers OC mit h und beachtet, dass die Dreiecke 
PEEq lind OCCq einander ähnlich sind, so folgt 

PEq:PE= OCq: OC=a:b, PE = - - PEq , 

d. h. jede zu dem Durchmesser CD parallele Ellipsen- 

■L 

sehne ist gleich der im Verhältnis — verkürzten affinen 
Kreissehne. ^ 




Fig. 13. 

Zur Übung konstruiere man dieselbe Ellipse k als affine 
Kurve zu dem Kreise über dem Durchmesser CD, indem 
man die Affinitätsachse jetzt mit CD zusammenfallen lässt. 

Um in einem Punkte der Ellipse die Tangente 
oder von einem ausserhalb gelegenen Punkte die beiden 
Tangenten an sie zu ziehen, benutzt man die affinen 
Kreistangenten, wie in §§ 16 und 17 ausführlich ge- 
zeigt ist. 

21. Nachdem die Ellipse gezeichnet ist, kann man 
ihre Achsen mit Hilfe eines konzentrischen, die Ellipse 
schneidenden Kreises, z. B. des Kreises k^ , bestimmen. 
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Ein solcher Kreis schneidet die Ellipse stets in vier 
Punkten, welche zu den Achsen symmetrisch liegen, 
wie sofort gezeigt wird. Zieht man nämlich durch 
den Halbierungspunkt des Kreisbogens A G den Durch- 
messer KL, so halbiert dieser die dem Kreise und der 
Ellipse gemeinsame Sehne A G und steht auf ihr senk- 
recht. Folglich ist KL eine Achse der Ellipse. Die 
andere Achse MN liegt in dem Kreisdurchmesser, 
welcher den Kreisbogen BCqG halbiert. Die beiden 
gefundenen Achsen müssen aufeinander senkrecht stehen, 
wenn die Ellipse genau gezeichnet ist. Man hat daher 
in diesem Umstände zugleich eine Kontrolle für die 
Genauigkeit der Zeichnung. 

Dies Verfahren hat den Nachteil, dass die Ellipse 
bereits genau gezeichnet sein muss. In § 24 wird ein 
sehr einfaches Yerfahren gegeben, welches von diesem 
Nachteil frei ist und die Ellipsenachsen direkt aus zwei 
konjugierten Durchmessern zu bestimmen gestattet. 

22. Die in § 20 gegebene Ellipsenkonstruktion 
versagt, wenn die beiden Achsen der Ellipse ge- 
geben sind, denn dann fallen die beiden Richtungen 
CCq und OC (Fig. 13) in eine einzige OCq zusammen 
imd damit auch EqE, PE in PEq, In diesem Falle 
führt aber eine Bemerkung des vorigen Paragraphen zu 
der bequemsten Konstruktion derEUipse aus ihren Achsen. 

(Fig. 14.) Sind AB=2a, CD^2a {a>b) die 
beiden Ellipsenachsen, so konstruiert man um ihren 
Schnittpimkt mit dem Radius OA == a den Kreis ^q ; 
dann ist die gesuchte Ellipse k affine Kurve zu 
diesem Kreise und ^5 die Affinitätsachse. Eine auf 
AB senkrechte Kreissehne, z.B. EqFq, fällt dann mit 
der Ellipsensehne zusammen, und es müssen die Eq, Fq 
entsprechenden Ellipsenpimkte E, F auf ihr liegen. 
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Um E z. B. zu finden, zieht man durch den Punkt ^^, 
in welchem die Gerade OEq von dem mit dem Radius 
C = b um beschriebenen Kreise Ä^ geschnitten 
wird, zu AB eine Parallele, welche PEq in E schneidet. 




Fig. 14. 



Da nämlich AEqE E^c^d AE^P ist, so folgt: 
FE : PEq = OE^ : OEQ=b:a 



oder 



PE=-' PEq , 
a 



wie es nach § 20 der Fall sein muss. 

Nach dem Pythagoräischen Lehrsatz ist 



OP =a^^ PE, 



und folglich 



OE = OP + PE == a' 







ü' 



PEo 
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Wächst PEq^ so nimmt ÖE ab, d. h. die Halb- 
messer der Ellipse nehmen von der grossen 
nach der kleinen Halbachse zu stetig ab. 

Dreht man den Kreis ä-q imi ÄB^ bis er mit der 
Ellipse einen Winkel e einschliesst, welcher durch 

cos e = — bestimmt ist, so erscheint die Ellipse k als 
a 

senkrechte Projektion des Kreises k^ . Dreht man da- 
gegen den Kreis k^ um CT), bis er mit der Ellipse 
den Winkel e einschliesst, so stehen die Projektibns- 
strahlen auf der Ebene des Kreises senkrecht, haben 
also gegen die Ellipsenebene den Neigungswinkel 
a = 90^ — e. Der Kreis k^ mit dem Radius h pro- 
jiziert sich mithin in die Ellipse mit den Halbachsen 

h h 

h und -: — = = a. 

sm o cos e 

23. Zieht man (Fig. 14) durch einen beliebigen 

Punkt E der Ellipse SE^\ OEq, so ist stets 

SE = OEq = a, BE= OE^ == b. 

Gleitet also die Strecke SE = a mit dem Endpunkte 5 
auf der Achse CD und mit dem um a — b von S ent- 
fernten Punkte E auf der anderen Achse AB entlang, 
so beschreibt ihr anderer Endpunkt E die Ellipse k. 

Macht man andererseits PQ = PB und zieht die 
Gerade QE^ deren Verlängerung die Achse CD in T 
schneidet, so ist QE= BE = ft, ET= OEq = a (denn 
TE imd OEq liegen zwischen Parallelen, gegen welche 
sie, nach entgegengesetzten Seiten, gleich geneigt sind). 
Lässt man daher die Strecke QT = a -\- b mit ihren End- 
punkten auf den Achsen entlang gleiten, so beschreibt 
der Punkt E, welcher die Strecke QT im Yerhältnis 
a : b teilt, ebenfalls die Ellipse k. 
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Derartige Konstniktiorlen, bei welchen die Ellipse 
durch einen bestimmten Punkt einer Strecke, die mit 
ihren Endpunkten auf den beiden Achsen entlang gleitet 
erzeugt "wird, werden Papierstreifenkonstruktionen 
der Ellipse genannt, da man zu ihrer praktischen 
Ausfühning die Kante eines Papierstreifens, auf welchen 
die drei Punkte in den gegebenen Abständen markiert 
sind, verwenden kann. 

24. Die zweite Papierstreifenkonstruktion führt zu 
einer sehr einfachen Konstruktion zweier konjugierten 
Durchmesser aus den Ellipsenachsen. 

Sind 0.4 = 0, OC=h (Fig. 15) die beiden Halb- 
achsen der Ellipse k und zieht man zwischen ihnen 
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bezw. ihien Verlängerungen die Strecke QT = a -\- b^ 
so ist nach der zweiten Papierstreifenkonstruktion der 
Punkt E ein Punkt der Ellipse ä;, wenn QE =h ist. Zu 
E konstruiert man die entsprechenden Punkte Eq und E^ 
der um mit den Eadien a, h konstruierten Kreise 
Uq , k^ ; man findet (§ 22) den Punkt Eq als Schnitt- 
punkt der durch den Punkt E zu der Achse OC 
parallel gezogenen Geraden mit dem Kreise k^ und E^ 
als Schnittpimkt der durch denselben Pimkt zu der 
Achse OA gezogenen Parallelen mit dem Kreise k^. 
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Diese beiden Punkte Eq und E^ müssen mit in ge- 
rader Linie liegen. Zieht man ferner durch E^ eine 
Parallele zu OÄ und durch E^ eine Parallele zu 0(\ 
so entsteht das Eechteck EE^ G E^ , dessen Diagonalen 
sich in /f halbieren ; folglich ist OT^ (jE=b, OEq = 
Q O = ET = a. Errichtet man noch in dem Punkte 
Lote auf den Geraden OEq und OG^ von denen das 
erstere die Kreise Jcq^ k^ in den Punkten Fq , F^ 
schneidet, und zieht durch den Punkt Fq die Parallele 
zu der Achse OC bis zu ihrem Schnittpunkte F mit 
dem zweiten Lote, so ist 

AEQGOç>èAFoFO 

(denn es ist OEq= OFq= a, < GOEq-= 4:F0Fq, 
<^GEqO = ^ FFq 0), und folglich 

GEo = FFq. 

Verbindet man jetzt noch die Punkte F und F^ mit 
einander, so folgt weiter 

AEqGE^^AFoFF^ 

(denn es ist GEq = FF,,, E^Eq = F^Fq = a — b, 
< GEq = < FFq 0)] mithin ist 

< FqFF^ = ^Eo GE^ = 90^. 

Da nun FqF II OC gezogen war, so ist 

F^FW OÄ 

und mithin der Punkt F der dem Punkte Fq des 
Kreises ä;^ entsprechende Punkt der Ellipse k (§ 22). 
Die beiden Ellipsen halbmesser OE und OF sind also 
konjugiert, da sie den aufeinander senkrecht stehenden 
Durchmessern OEq und OFq des Kreises âJq, zu welchem 
die Ellipse k affin ist, entsprechen. 

Verlängert man die Strecke OEq um die Sti-ecke 
EqE^ = b imd verbindet den Endpunkt E^ mit dem 
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Punkte E^ so folgt aus der Kongrueuz der Dreiecke 
OE^G und E^EqE, dass E.^E \\ OG und mithin 
senkrecht zu OF ist. Die Gerade E2E steht also 
senkrecht auf der Ellipsentangente im Punkte E, da 
diese letztere der Geraden OF parallel ist (§ 16). 

Hieraus ergiebt sich umgekehrt die folgende Kon- 
struktion der Achsen einer Ellipse aus zwei 
konjugierten Durchmessern OE und Oi^ (Fig. 16). 
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Fig. 16. 

Man errichtet in ein Lot auf OjP und trägt auf ihm 
die Länge OG = OF ab. Dann verbindet man G mit E 
und beschreibt um den Halbierungspunkt // von EG 
einen Kreis mit dem Radius 7/0, w^elcher die Yer- 
längerungen der Strecke EG in den Punkten Q, T 
schneidet. OQj OT bestimmen dann die Richtungen 
der Achsen, deren Längen diu-ch QG = OÄ = a und 
G T= OC = b gegeben werden. 

Eine Gerade, welche auf einer Tangente einer 
Kurve senkrecht steht und durch ihren Berülirungs- 
punkt geht, heisst Normale der Kurve. Auf Grund 
der obigen Bemerkimg erhält man bei gegebenen Achsen 
der Ellipse die Normale in einem Punkte E derselben, 
wenn man (Fig. 15) den dem Ellipsenhalbmesser OjÈ/ ent- 
sprechenden Kreishalbmesser OEq verlängert bis zum 
Schnitte E^ mit dem Kreise Äg, welcher mit dem 
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Radius a A- b um beschrieben ist. Die Gerade F., E 
ist dann die gesuchte Normale. 

Konstruktion der zu einer beliebigen Knrve 

affinen Kurve. 

25. Soll zu einer beliebigen Kurvte k die affine Äq 
konstruiert werden, so ermittelt man zu jedem Punkte P 
der gegebenen Kurve k den ihm entsprechenden, wo- 
bei ein Paar entsprechender Punkte A^ A^ und die 
Affinitätsachse e wiUkürlich gewählt werden können. 
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Fig. 17. 

Das in § 13 angegebene Verfahren modifiziert 
man zweckmässig daliin, dass man AR A-t zieht und 
R mit Jq verbindet (Fig. 17). Um dann den einem 
beliebigen Punkte P entsprechenden Punkt Po zu finden, 
zieht man FS _L e , durch S eine Parallele zu J^ R 
und schneidet diese mit der durch P gezogenen Parallelen 
zu AAç^\ der Schnittpunkt ist der gesuchte Punkt 1\, 
Berührt ein Lot QT die Kurve Ä; in (>, so muss die 
ihm entsprechende Gerade QT^ die Kurve ä^q in (^^ 
berühren. 



II. Abschnitt. 

Schiefe Projektion räumlicher Gebilde. 



Bestimmung der Richtnng der Projektionsstrahlen. 

26. Die Strecke CD (Fig. 18), deren Endpunkt D 
in der Projektionsebene TT liegt, werde durch Projektions- 
strahlen, parallel der durch den Pfeil p gegebeDen 
Kichtung, in die Strecke CgD projiziert. Die Länge 




Fig. 18. 



und Eichtung dieser Projektion hängen von der Richtung 
der projizierenden Stmhlen ab und ändern sich mit 
dieser. Ändert man zunächst die Richtung der pro- 
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jizierenden Strahlen so, dass sie der projizierenden 
Ebene CD Cs parallel bleiben, so fällt die Projektion zwar 
immer in die Schnittgerade (\I) dieser projizierenden 
Ebene und der Projektionsebene, aber die Länge der 
Projektion ändert sich ; für die Richtung p^ z. B. ergiebt 

sich die Strecke Cg D als Projektion von CD. Wenn 
man aber die Richtung der Projektionsstrahlen sich so 
ändern lässt, dass auch die projizierende Ebene der 
Geraden CD ihre Lage ändert, sich also um CD dreht, 
so dreht sich auch die Projektion von CD auf die 
Ebene TT um D; für die Projektionsstrahlenrichtung p^^ 

erliält man z. B. Cg D als Projektion von CD^ für die 

Richtungen p , p die Projektionen C„ D, Cg Z>, 

welche mit den Richtimgen CgD bezw. C« C Winkel 
von 180® einschliessen. Durch geeignete Wahl der 
Richtung der Projektionsstrahlen kann man jede von 
dem Punkte D ausgehende Strecke von beliebiger Länge 
und Richtimg als Projektion von CD erhalten. 

Umgekehrt kann man die Richtung der Projektions- 
strahlen dadurch festlegen, dass man eine von D aus- 
gehende Strecke von willkürlich gewählter Richtung 
und Länge als Projektion von CD angiebt. Setzt man 
z. B. fest, dass C» D die Projektion von CD sei, so giebt 
die Verbindungslinie der nicht zusammenfallenden End- 
punkte C und C^ die Richtung der Projektionsstrahlen. 

27. Will man auf diese Weise die Richtung der 
Projektionsstrahlen angeben, so würde es im allgemeinen 
nicht zweckmässig, sein, die Projektion einer Strecke 
mit beliebigem Neigungswinkel gegen die Projektions- 
ebene als Bestimmungsstück zu benutzen. Es empfiehlt 
sich vielmehr eine senkrecht auf der Projektionsebene TT 
stehende Strecke, z. B. OB nebst ihrer Projektion 0/4, 
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zu wählen (Fig. 18). lu dem rechtwinkligen Drei- 
ecke BOBs giebt dann -^ BBgO den (stets spitzen) 
Neigungswinkel o der Projektionsstrahlen gegen die 
Ebene TT, und es ist 

-^ _ cot a =^ î; (0 < a < 90«) . 

V wird gewöhnlich als das Yerkürzungsverhältnis 
liezeichnet, da v fast immer nur kleiner als 1 oder höchstens 
gleich 1 "gewählt wird. Um noch die Eichtung leicht 
angeben zu können, zieht man durch eine beliebige 
Gerade OA in TT als Grundrichtung und misst den 
AVinkel <5, welchen OBg mit ihr einscliliesst. Damit die 
Angaben über die Eichtung der Projektionsstrahlen ein- 
deutig sind, sollen folgende Bestimmungen gelten: 




A 



Fig. 19. 



Die Projektionsebene TT ist die vertikal gestellte 
Zeiclienebene. Durcli einen beliebigen Punkt O der- 
selben (Fig. 19*) zieht man nach reclits (für den vor TT 
stehenden Beschauer) eine horizontale Gerade OA, Die 



*) In Figur 19 ist die Projektionsebene nicht mehr ab- 
gegrenzt, da eben die ganze Zeichenebene als Projektions- 
ebene za betrachten ist. 



Schiefe Projektion eines Würfels; Bemerkung u. s. w. 47 

gegen OÄ unter dem Winkel d gezogene beliebig lange 
Strecke OBg soll die Projektion des im Punkte senk- 
recht zu TT nach vorn enichteten Lotes OB sein; 
dabei soll der Winkel ô von OA aus nach OB» hin 
im Sinne des Uhrzeigers (Pfeilrichtung in der Figur) 
gemessen werden. 

Durch Angabe des Winkels ô und des Yer- 
kürzungsverhältnisses v ist die Richtung der 
Projektionsstrahlen völlig bestimmt. Man hat 
nur unter dem Winkel ô gegen OA eine beliebig lange 
Strecke OBs zu ziehen und auf TT nach vom das Lot 
OB = V • OBs zu errichten ; die Gerade BBg giobt dann 
die Richtung der Projektionsstrahlen. 

In der Figur 19 ist noch OC A- OA gezogen imd 
OBs= OA = OC gemacht, während (5 = 135^ ge- 
wählt ist. Nimmt man noch v = 1 an, so ist 
0B= OBg^ d, h. die Projektionsstrahlen sind unter 45^ 
gegen TT geneigt. 0.4, OB^^ 06^ können demnach be- 
trachtet werden als die Projektionen dreier aufeinander 
senkrechten, gleich langen Strecken, von denen zwei der 
Ebene TT parallel sind und die dritte zu ihr senk- 
recht ist. 



Schiefe Projektion eines Würfels; Bemerkung über 

das Ausziehen der Linien. 

28. Der Würfel liege mit einer Seiten- 
fläche so in der Projektionsebene TT, dass die 
eine Kante OA horizontal, die andere OB vertikal ge- 
richtet ist. Die Richtung der Projektionsstrahlen ist 
durch die Grössen ô und v gegeben. 

Bei dieser Lage projiziert sich (Fig. 20) die 
gegenüberliegende Seitenfläche BEGF ebenfalls in un- 
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veränderter Gestalt und Grösse, da dieselbe zu TT 
parallel ist. Es kommt demnach nur darauf an, einen 
nicht in TJ liegenden Eckpunkt z. B. den Eckpunkt B 
zu projizieren. Da alle Würfelkanten gleiche Länge 
haben, und die Kante 0j5_L TT ist, so erhält man die 
Projektion Bg von B^ indem man von aus die 



D C 




a A' 




Fig. 20 a— f 



Strecke OBs = v > OB unter dem gegebenen Winkel ô 
gegen OA zieht. Durch B^ zieht man dann Parallelen 
zu Oä^ OC und verbindet, nachdem man das Quadrat 
Bs Es G„ Fg gezeichnet hat, noch Es , Gs , Fs bezw. mit 
Ä, D, C. Diese drei G^eraden sind parallel der 
Strecke Bs imd mit ihr die Projektionen der vier 
auf TT senkrechten Würfelkanten. 
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Die Figuren 20 *~' sind die Parallelprojektionen 
desselben Würfels für verschiedene Annahmen über Ô 
und Vj und zwar ist 



Figur 
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Verfolgt man die Projektionsstrahlen stets von vom 
nach hinten, so gehen dieselben imter dem betreffenden 
Winkel o gegen TT geneigt, in den Fällen a, b, d, e 
von rechts oben nach links imten, in dem Falle c von 
Hnks oben nach rechts unten und in dem FaUe f von 
links unten nach rechts oben. 

29. Betrachtet man den Würfel in der Richtung 
der Projektionsstrahlen, so werden gewisse seiner Kanten 
durch vor ihnen liegende Seitenflächen, welche sämtlich 
als undurchsichtig gedacht werden, verdeckt. Die Pro- 
jektionen dieser nicht sichtbaren Linien sind in 
den Figuren punktiert, während die der sicht- 
baren Linien voll ausgezogen sind. Durch diese 
Unterscheidungen zwischen sichtbaren und unsichtbaren 
Linien gewinnt das Büd bedeutend an Anschaulichkeit. 
Alle Hilfslinien, welche nur zu konstruktiven 
Zwecken dienen, werden dünn gestrichelt oder 
strichpunktiert. 

Diese Festsetzungen sind in aUen bisherigen Figuren 
bereits beachtet und werden auch in der Folge für 
alle Linien streng innegelialten werden. 

Haussner, Dantellende Geometrie. 4 
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Vorteile und Nachteile der schiefen Projektion. 

30. Die Yorteile der schiefen Projektion liegen 
darin, dass alle der Projektionsebene parallelen Figuren 
in ihrer wahren Gestalt (§§ 9 — 11) und alle zur Pro- 
jektionsebene senkrechten Geraden parallel einer be- 
liebig gewählten Geraden abgebildet werden. Gegen- 
über der Perspektive hat sie dadurch den Vorteil, dass 
sich die von ihr gelieferten Abbildungen leicht kon- 
struieren lassen und dass einander parallele Linien 
auch im Bude parallel erscheinen. Damit diese Vor- 
teile zur Geltung kommen, stellt man den Gegenstand 
am besten so auf, dass eine seiner Hauptebenen parallel 
zu TT ist. 

Diesen Vorzügen steht aber der Nachteil gegen- 
über, dass die schiefe Projektion eines Gegenstandes 
nur dann einen annähernd richtigen Eindruck macht, 
wenn dieselbe in der Richtung der Projektionsstrahlen, 
also schief zur Büdebene, betrachtet wird. Selbst in 
dieser Richtung gesehen, würde wegen der parallelen 
Strahlen der Eindruck nur dann ganz der Wirklichkeit 
entsprechen, wenn die Projektion aus unendlicher Feme 
betrachtet werden könnte. Der Eindruck, den das Bild 
erzeugt, ist ferner um so fehlerhafter, je grösser v ge- 
wählt wird, weshalb man v nie grösser als 1 nimmt. 
Man wählt i? = 1 , wenn man unmittelbar aus der 
Zeichnung nicht nur die richtigen Längen der zur Pro- 
jektionsebenen parallelen, sondern auch der zu ihr 
senkrechten Strecken entnehmen können will (z. B. im 
Baufache bei Steinschnitten); dagegen wählt man v 

erheblich kleiner als 1, z. B. v = — , -, wenn man ein 
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möglichst wahrheitsgetreues Bild zu erhalten wünscht. 
Es weicht das Bild eines Q-egenstandes erheblich'^Vou 

seiner natürlichen Erscheinung ab, wenn v>--, also 

o ungefähr kleiner als 60® ist. v = giebt die senk- 
rechte Projektion. 

Die spezielle Wahl von d ist ziemlich gleich- 
gültig. Nur sind die Werte 0^ 90®, 180® 270« zu 
vermeiden, da dann zwei der drei Hauptrichtungen 
sich in die nämliche Q-erade projizieren; z. B. fäUt 
für (5 = 900 die Richtung OBs in die Vertikale OG 
(Fig. 19, 20). Es empfiehlt sich für ô einen Winkel 
zu nehmem, welcher sich leicht konstruieren lässt, 
z. B. 450, 600, 1350^ 1500. Die Werte Ô < 180« ent- 
sprechen einem Beschauer, welcher sich in bedeutender 
Entfernung oberhalb, die selten gebrauchten Werte 
5 > 180® einem solchen, welcher sich unterhalb des 
dargestellten G^egenstandes befindet.*) 

Man vergleiche bezüglich der Ausführungen dieses 
Paragraphen die sechs Würfelprojektionen Figur 20 *~"^. 

31. Die schiefe Projektion ist demnach besonders 
geeignet, um von komplizierten stereometrischen Figuren 
schnell und leicht ein anschauliches Bild zu entwerfen. 
Aus diesem Grunde benutzt man sie sehr häufig in der 



*) In dem ersteren Falle wird die schiefe Projektion 
wohl auch Vogelperspektive, in dem letzteren Frosch- 
perspektive genannt. Die Projektion mit den Werten 
v=l, 5 = 45^ oder 135® heisst auch Kavalierperspek- 
tive (bezw. Militftrperspektive, wenn TT horizontal 
liegend angenommen wird). Diese Benennungen sind aber 
schwankend und auch nicht gut, da man jetzt unter Per- 
spektive nur die eigentliche Centralprojektion versteht. 
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Krystallographie zum Zeichnen der Krystalle, wo- 
bei V = ~ genommen zu werden pflegt. 

In den folgenden Abschnitten wird die schiefe 
Projektion ausschliesslich benutzt, um durch anschau- 
liche Skizzen die gegenseitige Lage räumlicher Gebilde 
deutlich zu machen.*) Zunächst sollen für diese Werte 
die schiefen Projektionen einiger einfachen Körper kon- 
struiert werden. Es soUen dabei stets die Werte 

v = — und d = 150^ genommen werden, welche 

eine bequeme Ausführung aUer Konstruktionen ge- 
statten. Auch bei den späteren Skizzen in schiefer 
ParaUelprojektion sind diese "Werte fast stets bei- 
behalten. 



Schiefe Projektion ebenflächiger Gebilde. 

32. Projektion einer Pyramide mit horizon- 
taler Grundfläche. 

Die Pyramide, welche vor der Bildebene TT liegen 
soll, sei gegeben durch ihre Grundfläche ABCDE, den 
Fusspunkt F und die Länge h ihrer Höhe FS. Damit 
auch die (willkürlich gewählte) Lage der Pyramide 
gegen TT bestimmt gegeben ist, denkt man sich die 
Ebene der Grundfläche um ihre ebenfalls gegebene 
Schnittlinie x mit TT nach imten in diese Ebene um- 
gelegt und die Grundfläche in der Lage ^q5'o Ci)Z>o-E'„, 
in welche sie dadurch gekommen ist, gegeben (Fig. 21). 



*) Auch die Figuren 1 — 8 und 18 sind schiefe Parallel- 
projektionen. 
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Die schiefe Projektion Ag von A findet man dauu, 
.em man von Aq das Lot AqA^ auf die Gerade x 




^ 



— -'-^ J> i, y — «^ 



^:^4" 



>>' 



Fig. 21. 



fällt, durch den Fusspunkt^ eine Gerade imter dem 
Winkel d = 150^ gegen x zieht und auf_ihr 

AxAg = — AqAx 

abträgt. Beachtet man, dass -^ AqAxAs— 60^^ also 

/\ 1 À A 

qo^AqAxAs = -^j—^ 

ist, so erkennt man, dass A^A^l. AgA^ ist; man kann 
daher, was zeichnerisch bequemer ist, Ag auch als 
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Fiisspunkt des von ^„ auf AgA^ gefällten Lotes be- 
stimmen.*) Auf gleiche Weise findet man die Pro- 
jektionen der übrigen Eckpunkte der Grundfläche, sowie 
des Fusspunktes der Pyramidenhöhe. 

Die Projektion Ag B^ Cg Dg Eg ist nach den Dar- 
legungen des § 13 affin zu AqBqCqDqEq für x als 
Affinitätsachse. Als Kontrolle für die Zeichnung ergiebt 
sich daher, dass sich entsprechende Gerade auf x 
schneiden müssen, was in der Figur für zwei Seiten- 
paare gezeigt ist. Umgekehrt kann man aber auch 
diesen Umstand benutzen, um die Projektion der Grund- 
fläche zu konstruieren, nachdem man auf die obige Weise 
die Projektion Ag eines ihrer Endpunkte A gefunden 
hat; man verbindet dann Ag njit dem Schnittpunkte J* 
== AqBq \ X und zieht durch Bq eine Parallele zu 
ÄqAs^ welche die erstere Gerade in Bg schneidet. 

Da die Höhe der Pyramide parallel x ist, so pro- 
jiziert sie sich unverkürzt. Es ist mithin nur diurch Fg 
zu X eine Senkrechte Fg Sg vod der Länge h zu ziehen. 
Durch Verbindung von Sg mit ^3, . . . , Eg erhält man 
die gewünschte Projektion der Pyramide. 

Man konstruiere zur Übung die schiefe Projektion 
eines geraden Prismas, dessen Grundfläche horizontal 
liegt. Es ist dabei zu beachten, dass die obere Be- 
grenzmigsfläche kongruent der Grundfläche ist. 

33. Projektion des regelmässigen Yier- 
flachs und Achtflachs mit der Kantenlänge a. 
(Vgl. über Vierflach und Achtflach § 96 und 97.) 



'*') Diese bequemere Konstruktion ist stets anwendbar, 
wenn S = 160®, t; = - - und der Körper vor TT liegt. Des- 
|ialb sind auch in § 81 für ^ und v diese Werte gewählt. 



Schiefe Projektion ebenflilchiger Gebilde. 



55 



a) Das Yierflach habe eine horizontal gelegene 
Seitenfläche, deren Höhe HÄ in der horizontalen Ge»- 
i-aden x der Bildebene TT liegt (Fig. 22). 

Durch einen beliebigen Punkt H von x zieht man 

unter 150^ gegen x die Strecken BsH:=^ HCs = —a, 

4 

Nachdem noch die Höhe einer Seitenfläche mit Hilfe 

des rechtwinkligen Dreiecks Bg CsL^Bg L = a) kon- 




Fig. S2. 



struiert ist, macht man HA gleich dieser Höhe C^L und 

teilt HA durch den Punkt 0, so dass HO = — OA ist. 

Senkrecht über 0, als dem Mittelpunkte der Grund- 
fläche, liegt der vierte Eckpunkt D, welchen man 
leicht erhält, da AD = a ist 

b) Das Achtflach (Fig. 23) liege mit zwei seiner 
Diagonalen in TT, und zwar möge die eine in der 
Horizontalen x liegen. Die halbe Diagonalenlänge 
erhält man als Kathete eines gleichschenkligen recht- 
winkligen Dreiecks mit der Hypotenuse a. Auf diese 
Weise erhält man die vier in TT gelegenen Eckpunkte 
A^ By Ey F. Die dritte Diagonale stejit auf den 
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beiden vorigen senkrecht, projiziert sich daher in die 
unter 135° gegen x durch gezogene Strecke CgDs-, 

wo GsO= ODs = ^ OÄ ist. 

34. Den auf einer Fläche gelegenen Linienzug", 
längs dessen die projizierenden Strahlen die Fläche nur 
berühren, ohne sie zu schneiden, nennt man ihren 
wahren ümriss und die Projektion desselben ihren 
scheinbaren ümriss. Die wahre ümrisslinie trennt 
den (für einen in der Richtung der Projektionsstrahlen 
blickenden Beschauer) sichtbaren Teil der Oberfläche 
von dem unsichtbaren. (Siehe weiteres in § 93.) 

Bei den drei bisher dargestellten Körpern sind 
hiernach die scheinbaren Umrisse: SgEgÄgEs bei der 
Pyramide in Fig. 21; ÄBsCgD bei dem Yierflach in 
Fig. 22 und AEBF bei dem Achtflach in Fig. 23. 



Schiefe Projektion des geraden Kreiskegels, Kreis- 
zylinders nnd der Kngel. 

35. Projektion des geraden Kreiskegels 
und Kreiszylinders mit horizontaler Grund- 
fläche. 

Der Grundkreis k vom Kadius r projiziert sich 
(§ 18) in eine Ellipse K (Fig. 24»' *>), von welcher 
zwei konjugierte Durchmesser sich leicht angeben lassen. 
Der TT parallele Kreisdurchmesser jjrojiziert sich un- 
verkürzt gleich 2r und liegt horizontal, während der 
zu ihm senkrechte Kreisdurchmesser sich in den kon- 
jugierten Ellipsendurchmesser projiziert, welcher unter 
150® gegen den ersteren geneigt ist und die Länge r 
besitzt; beide halbieren sich in dem Ellipsenniittel- 
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punkte M^. Die Ellipsen selbst lassen sich dann nach 
§20 leicht konstruieren.*) 

Da die Höhe parallel zu TT ist, so zieht man durch 
Ms eine Vertikale und macht MgNg^ h. Will man die 
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Fig. 24». 



Fig. 24>>. 



Projektion des Kegels (Fig. 24*) erhalten, so hat man von 
Ns die beiden Tangenten ag, h^ an die Ellipse k^ zu 
ziehen (§ 17). Um die Projektion des Zylinders (Fig. 24^) 
zu erhalten, muss man noch die Projektion des oberen 
Kreises W konstruieren. Diese ist die der Ellipse k^ 

kongruente und parallel gelegene Ellipse k^ mit dem 
Mittelpunkte N^. Zieht man noch die beiden äusseren 
gemeinsamen Tangenten beider Ellipsen a^, 6^, so hat 



*) In den Figuren 24 »> ^ sind nur die diesen beiden 
konjugierten Durchmessern parallelen Tangenten angegeben. 
In beiden Figuren ist die Schnittgerade x der Ebene des Grund- 

kreises und der Bildebene TT nicht angegeben. Infolge- 
dessen ist durch die Projektion nur die Gestalt des Gebildes, 
nicht aber seine Lage im Räume völlig bestimmt; man kann 
yieliuehr den Abstand des Gebildes von der Bildebene noch 
beliebig wählen. Soll aber auch dieser bestimmt sein, so 
muss die Gerade x (parallel zu den horizontalen Tangenten) 
angegeben sein. 
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man die gewünschte Projektion. Bei beiden FlâcàiBu 
müssen offenbar die Projektionen aller anderen Mantel- 
linien (welche man aber nicht zeichnet) innerhalb der 
gezogenen Tangenten liegen. 

Bei der Kegelfläche in Fig. 24* wird der >vahre 
Umriss gebildet von den beiden Mantellinien a, ä, 
deren Ebene durch h geht und auf der Richtung der 
Projektionsstrahlen senkrecht steht, und von der nach 
vorn zwischen ihnen gelegenen Hälfte der Peripherie 
des Grundkreises ; denn aus stereometrischen Betrachtungen 
folgt leicht, dass nur die durch diese beiden Mantellinien 
gehenden Projektionsstrâhlen die Kegelfläche berühren 
(vgl. n. Teil, Tangentialebenen von Kegel und Zylinder). 
Der scheinbare Umriss ist mithin identisch mit dem in 
Figur 24* voll ausgezogenem Linienzuge. 

Bei dem Zylinder in Fig. 24^ wird der 'wahre 
Umriss ebenfalls von den beiden Tangenten a, b, 
welche in der zu den Projektionsstrahlen senkrechten, 
durch h gehenden Ebene liegen, der zwischen ihnen 
nach vorn gelegenen Hälfte AEB des unteren und der 
nach hinten gelegenen Hälfte GFD des oberen Kreises 
gebildet. Der scheinbare Umriss ist also der linienzug 

Äg Cg F s Dg Bg Eg . 

Während auf beiden Flächen die Kreise k, bezw. k^ 
die Mantellinien a, ô in den Punkten -4, -B, bezw. 
C, D schneiden, berühren die Projektionen der Kreise 
die Projektionen der Mantellinien in den entsprechenden 
Punkten Ag^ Bg^ bezw. Qj, Dg, 

36. Wenn die Grundkreise beider Flächen 
der Bildebene TT parallel sind, so projizieren sie 
sich in ihrer wahren Gestalt; die Hohe h projiziert 
sich in eine durch die Mittelpunkte gehende und unter 



Schiefe Projektion der Kugel. 



59 



150® gegen die Horizontale geneigte Strecke von der 

h 
Länge - - . Hiernach kann man die Projektionen leicht 

konstruieren. 

37. Projektion einer Kugel vom Radius r. 
Lässt man einen Halbkreis (Fig. 25) und die zu seinem 
Durchmesser AB parallele Tangente t um den letzteren 
als Rotationsachse sich drehen, so erzeugt der Halb- 
kreis eine Kugel und die Tangente t einen Cylinder, 
welcher die Kugel längs des von dem Berührungs- 
punkte C beschriebenen grössten Kreises berührt und 
auf der Ebene dieses Kreises senkrecht steht. 




Fig. 25. 

Hieraus folgt, dass der wahre Umriss der Kugel 
derjenige grösste Kreis k ist, dessen Ebene auf der 
Richtung der Projektionsstrahlen senkrecht steht; seine 
den scheinbaren Umriss Hefemde Projektion ist mithin eine 
Ellipse ÄJg, deren Achsen sich leicht angeben lassen. 
Nimmt man den Kugelmittelpunkt in TT gelegen an, 
so schneidet TT den Kreis k in dem Durchmesser CD, 
welcher senkrecht auf der Richtimg der projizierenden 
Strahlen, also (Fig. 26^) seükrecht auf der unter 150^ 
gegen die Horizontale x gezogenen Geraden Ä^ Bg 
steht. Nach der Schlussbemerkung des § 22 ist 
CD=2r die kleine Achse der Ellipse imd der zu 
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CD senkrechte Durdunesser AB projiziert sich in die 
Strecke 

Ä,B,= ^. — = ï^;-r'). 

Die Ellipse k, lâ^st sich dann nach §^22 leicht toD- 
struieren. 

38. Um das Bild noch plastischer zu madien, Iibiid 
mau noch die Projektionen einer Anzahl von Kreisen, 
in welchen Pa^elebenen zu TT die Kugel schneiden 
und welche sich als kongruente), Kreise projizieren, ein- 
zeichnen. Die Radien dieser Kreise bestimmt man 




durch Umlegen des auf TT senkrechten grössten Kugel- 
kreises EJF (F^. 26'), welcher von TT in dem Durch- 
messer EF geschnitten wird, in die Bildebene T\. 



*) Denn,' da ttg " == -5^ und l + ctg^o 
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Die im Abstände 00 zu TT parallele Ebene schneidet 
die Kugel in einem Ki-eise Z, dessen Radius durch die 
im Abstände OOq == OQ parallel zu EF gezogene 
halbe Sehne O^H^ gegeben wird. Auf OB^ (Fig. 26^) 

macht man dann OOg = -~ OGq und beschreibt um Og 

mit dem Radius ö^o-^o ^®^ Kreis Z«, welcher die Pro- 
jektion des Kreises l ist. Dieses Verfahren führt man 
für eine grössere Anzahl von Kreisen durch, wobei es 
vorteilhaft ist, mit einem vor TT gelegenen Parallel- 
kreise zugleich den gleich grossen hinter TT gelegenen 
Parallelkreis zu projizieren. In Figur 26** ist dies 
Verfahren für zehn Parallelkreise durchgeführt; es sind 
der besseren Übersicht wegen aber die Kreise mu: so 
weit gezeichnet, als sie sichtbar sind. Man wählt den 
Abstand der Kreise, welche man projiziert, um so 
kleiner, je näher dieselben dem Punkte / liegen, da 
mit wachsender Annäherung an J die Radien um so 
schneller abnehmen. 

Es sei noch bemerkt, dass die Projektionen ^ 
aller Parallelkreise Z, welche den wahren ümriss k 
schneiden, die Ellipse h^ des scheinbaren Umrisses be- 
rühren müssen; der Beweis dieser Behauptung wird 
bei der Betrachtung der Tangentialebenen krummer 
Flächen erbracht. Zeichnet man genügend viele solcher 
berührenden Kreise Z«, so erhält man die Ellipse k^ als 
umhüllende Kurve derselben. 



ni. Abschnitt. 

Darstellung von Punkt, Gerade und Ebene 
in senkrechter Projektion auf zwei zu einander 

senkreeliten Ebenen. 



Einführung zweier Projektionsebenen. 

39. Die durch senkrechte Projektion gewonnenen 
Bilder shid zwar oft weniger anschaulich, als die durch 
schiefe Projektion erhaltenen, da zur Projektionsebene 
senkrechte Greraden und Ebenen sich als Punkte und 
Gerade projizieren, trotzdem aber ist die senkrechte 
Projektion für die meisten Anwendungen die weitaus 
wichtigste Projektionsart. Es hat dies seinen Grund 
in der wesentlichen Vereinfachung sehr vieler Kon- 
struktionen bei Anwendung der senkrechten Projektion 
und in der bequemen Art, in welcher sich Gebilde 
diu'ch Angabe ihrer senkrechten Projektionen, auf zwei 
zu einander senkrechten Ebenen bestimmen lassen. Es 
ist früher (§§ 3 — 6) gezeigt worden, dass ein im Räume 
liegendes Gebilde durch Angabe seiner (Zentral- oder 
Parallel-)Projektion auf eine Ebene nicht bestimmt ist, 
sondern es müssen ausser dieser Projektion noch weitere 
Bestimmungsstücke gegeben sein, und als solches genügt 
im allgemeinen seine Projektion auf eine zweite (der 
ersten nicht parallele) Ebene. 
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Der "Winkel, welchen die beiden Projektionsebenen 
miteinander bilden, kann beliebig gewählt werden; es 
empfiehlt sich aber, vornehmlich für senkrechte Pro- 
jektion, zwei zu einander senkrechte Ebenen zu nehmen. 
Gewöhnlich wird die eine dieser Ebene TTi horizontal, 
die andere TTg vertikal gestellt angenommen. (Yergl. 
die umstehende Figiu* 27.) Man nennt dann 

TTii Horizontalebene, Grundrissebene, erste 

Projektionsebene oder erste Tafel; 
TTgt Yertikalebene, Aufrissebene, zweite 
Projektionsebene oder zweite Tafel; 
und die Schnittlinie x beider Projektionsebenen die Pro- 
jektionsachse oder kurz Achse, wenn jeder Irrtum 
ausgeschlossen ist. 

Die Achse teilt jede der Projektionsebenen in zwei 
Halbebenen. Die beiden Teile von TTj werden, je nach- 
dem sie für den Beschauer vor oder hinter TT^ liegen 
(Fig. 27), unterschieden als vorderer (+ TTj) und 
hinterer Teil ( — TTi), die beiden Teile von TT2 nach 
ihrer Lage in Bezug auf TTi als oberer (+ TT2) imd 
unterer Teil (— TT,).*) 

Der ganze Raum wird durch die beiden Pro- 
jektionsebenen in vier Quadranten zerlegt, deren jeder 
von zwei der angegebenen Halbebenen begrenzt ist. 
Sie sollen in der folgenden Weise mit I — IV be- 
zeichnet werden: 

L Quadrant: +171, +^2? 

n. Quadrant: — TT^, +172, 

m. Quadrant: — TTi, — TTg, 

IV. Quadrant: +771, — TTg. 

*) Di& Projektionsebenen sind stets als unbegrenzt zu 
denken, wenn auch, wie in Figur 27, nur endlich begrenzte 
Teile („Tafeln"*) gezeichnet sind. 
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Darstellung' des Punktes. 

40. Die senkrechte Projektion eines 
Punktes auf eine gegebene Ebene ist der 
Fusspunkt des von ihm auf diese Ebene ge- 
fällten Lotes. 

Demnach sind (Fig. 27) die Fusspunkte P', P" 
der von einem Punkte P auf die beiden Projektions- 




Fig. 27. 



ebenen TTi , TTj gefällten Lote seine beiden Projektionen, 
und umgekehrt ist P der Schnittpunkt der in P' auf T\^ 
und P" auf TTg errichteten Lote. Man nennt in Bezug 
auf den Punkt P, entsprechend der obigen Bezeichnung 
der Projektionsebene, 

P'\ Horizontalprojektion, erste Pro- 
jektion, örundriss; 
P": Vertikalprojektion, zweite Projektion. 

Aufriss; 
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P' P: ersten Tafelabstand; 
P" P: zweiten Tafelabstand. 

Der erste Tafelabstand wird mit positivem oder 
negativem Zeichen genommen, je nachdem der Punkt P 
über oder unter TTi liegt, und der zweite, je nach- 
dem P vor oder hinter TTi liegt. Demnach gelten in 
dem ersten bis vierten Quadranten die folgenden Yor- 
zeichenkombinationen für die beiden Tafelabstände: 

+ + , +-, — , - + • 

Der in der Figur 27 im zweiten Quadranten ge- 
zeichnete Punkt Q hat also einen positiven ersten und 
einen negativen zweiten Tafelabstand. 

Liegt ein Punkt in TTi , so ist sein erster Tafel- 
abstand gleich Null, und liegt er in TT2, so ist es sein 
zweiter Tafelabstand. Für einen Punkt der Achse sind 
beide Tafelabstände gleich Null. 

^* PP'XHi, PP"_Ln2 

ist, so steht die durch diese beiden projizierenden 
Strahlen gelegte Ebene P' PP" auf TTj imd TTg, mit- 
hin auf der Achse x senkrecht. Ist P^ der Schnitt- 
punkt der letzteren mit der Ebene P'PP'', so steht x 
auch senkrecht auf den in dieser Ebene durch P^ ge- 
zogenen Geraden P:,P\ P^F\ P^P und es ist P^FPP"' 
ein Rechteck. Der Punkt P^ heisst die Achsenpro- 
jektion des Punktes P, da er seine senkrechte Pro- 
jektion auf die Achse x ist. 

Folglich gelten die Sätze: 

Die von den beiden Projektionen P' und P'' 
eines Punktes P auf die Achse gefällten Lote 
treffen die Achse in demselben Punkte, der 
Achsenprojektion P^. Umgekehrt: Zwei Punkte 

Haussner, Darstellende Geometrie. 5 
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der beiden Projektionsebenen können nur dann 
die beiden Projektionen eines Raumpunktes 
sein, wenn ihre Lote auf die Achse denselben 
Fusspunkt besitzen. 

Der erste (bezw. zweite) Tafelabstand eines 
Punktes ist, auch dem Vorzeichen nach, gleich 
dem Abstände seiner zweiten (bezw. ersten) 
Projektion von der Achse: 

P'P^P^ P'\ P'' P=Pa: P'. 

41. Um nun beide Projektionen eines räumlichen 
Gebüdes in einer einzigen Zeichenebene darstellen zu 
können, denkt man sich die eine Projektionsebene iim 
die Achse in die andere umgelegt. 

Die zweite Projektionsebene falle, wie stets an- 
genommen werden soll, mit der vertikal gestellten 
Zeichenebene zusammen, und es werde die erste Pro- 
jektionsebene (im Sinne der Pfeile in Figiu* 27) so 
gedreht, dass + TTi mit — TTg , — TTi mit + TTg zur 
Deckung kommt. 

Bei dieser Drehung beschreibt jeder Punkt der 
Ebene TJ^ einen ^iertelkreis, durch dessen Mittelpunkt 
die Achse x senkrecht zu seiner Ebene hindurchgeht 
imd dessen Radius gleich dem Abstände des Pimktes 
von der Achse ist. Der von der ersten Projektion P' 
eines Punktes bei dieser Umlegimg beschriebene Yiertel- 
kreis liegt also in der auf der Achse senkrechten 
Ebene P' PP'\ und folglich fällt der Punkt P' nach 
ausgeführter Drehung in die Sohnittgerade dieser Ebene 
mit TT2, d. h. in die auf x senkrechte Gerade PxP^^, 
bezw. deren Yerlängening.*) 



*) In der Fisrur 27 ist der umgelegte Punkt P' mit P' 
bezeichnet, in Zukunft bleibt aber der Accent (^) weg. 
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Nach erfolgter ümlegung der ersten Pro- 
jektionsebene in die zweite, können zwei 
Punkte P', F" dann und nur dann die Pro- 
jektionen eines Raumpunktes P vorstellen, 
wenn ihre Yerbindungslinie auf der Achse x 
senkrecht steht. 

Um den Raumpunkt P zu erhalten, braucht man 
nur in dem Punkte F" der Zeichenebene ein Lot auf 
TTg zu errichten imd auf ihm F" F = FxF' zu machen. 

Die folgende Mgur 28 veranschaulicht die ver- 
schiedenen möglichen Lagen der Projektionen eines 
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Punktes nach ausgeführter ümlegnng von TTj. Die bei 
der Figur 27 gezeichneten Begrenzungen der Pro- 
jektionstafeln smd fortgelassen, wie dies stets geschieht, 
wenn die Projektionsebenen mit der ganzen Zeichen- 
ebene zusammenfallen. Es ist aber festzuhalten, dass 
die über der Achse x gelegene Hälfte der Zeichenebene 
mit + 1^2 und — TTj und ihre imtere Hälfte mit 
+ TTi und — TTg identisch ist. Die vier Punkte P, 

5* 
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Q, R, S liegen in dem ersten bis vierten Quadranten; 
ihre Tafelabstände haben gleiche Längen, aber ver- 
schiedene Vorzeichen; T, ü sind Punkte*'der ersten 
Projektionsebene (+ TT^, bezw. — TTi), V, W Punkte 
der zweiten Projektionsebene (+ ^^2) ^zw. — ITg) und 
X ist ein Punkt der Achse. 

42. Oft ist die Einführung einer dritten 
Projektionstafel TT3, welche auf TJ^ und TTj, also 
auch auf x senkrecht steht, sehr nützlich und erweist 
sich für manche Aufgaben sds geschicktes Hulfsmittel, 
um ihre Lösung zu erleichtern. Man nennt 

TT3: Seitenriss-, Kreuzriss-, dritte Pro- 
jektionsebene oder dritte Tafel 
und entsprechend die Projektion eines Punktes auf 
dieselbe 

P'^': seinen Seitenriss, Kreuzriss oder 
seine dritte Projektion; 
P^'' P\ seinen dritten Tafelabstand. 
Durch Einführung von TT3 treten die Schnittgeraden 
von TTg mit TTi und TTg als weitere Projektionsachsen auf, 
welche sich in dem Pimkte auf x schneiden; sie 
sollen mit y, bezw. x bezeichnet werden (s. Fig. 29). 
Jede der drei Projektionsebenen wird durch je zwei 
der drei Achsen in vier Felder, und der ganze Raiun 
in acht Oktanten zerlegt. 

43. Da ein Punkt durch Angabe seiner ersten 
und zweiten Projektion schon völlig bestimmt ist, so 
muss sich seine dritte Projektion aus ihnen allein, ohne 
Benutzung von P selbst, konstruieren lassen. Fällt 
man nämlich noch das Lot von P auf TT3, dessen 
Fusspunkt die dritte Projektion P"' von P ist, und 
legt durch je zwei der drei projizierenden Lote Ebenen , so 
sind diese den Projektionsebenen parallel imd schneiden 
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die Achsen in den Punkten P^, P^, P, (Fig. 29). 
Diese drei Punkte bilden zusammen mit P, seinen drei 
Projektionen P', P", P''\ dem Punkte und den 
drei Achsenprojektionen Pg., Py, P^ die Ecken eines 
rechtwinkligen Parallelepipeds, von dessen zwölf Kanten 
je vier einander parallel und gleich sind und auf einer 
Projektionsebene senkrecht stehen. Folglich lässt sich, ent- 
sprechend der obigen Behauptung, P'" aus den beiden 
Projektionen P', P'' konstruieren, indem man von P' ein 




Fig. 29. 



Lot auf die y-Achse, von P" ein Lot auf die ;iJ-Ach&e 
fällt und diu'ch die Fusspunkte zu den betreffenden Achsen 
Senkrechte PyP"', PgP''' welche in TTg liegen zieht; 
ihr Schnittpunkt ist die gesuchte dritte Projektion. 

Bezeichnet man die Längen der drei Kanten OPx, 
OPy, OPg des Parallelepipeds mit ç, ^, J, so ist der 
dritte Tafelabstand P'''P=i, der zweite P''P^t), 
und der erste P^ P =^ i. Ober das Yorzeichen des 
ersten und zweiten Tafelabstandes sind bereits Fest- 
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Setzungen getroffen. Für den dritten Tafelabstand soll 
weiter angenommen werden, dass er positiv ist, vrenn 
der Punkt für einen auf TTi stehenden und TTg an- 
schauenden Beobachter nach rechts von TT3- gelegen 
ist. Da die drei Achsenabschnitte gleich den parallelen 
Tafelabständen sind, so ist durch diese Festsetzungen 
zugleich den drei Achsen ein bestimmter Sinn bei- 
gelegt, wie in Figur 29 durch + «, — a? u. s. w. an- 
gegeben ist. Zu jedem Punkte P des Eaumes gehören 
dann drei, auch ihrem Vorzeichen nach bestimmte 
Achsenabschnitte ç, ^, }, welche in der analytischen 
Geometrie als die rechtwinkligen Koordinaten 
des Punktes P bezeichnet werden. Umgekehrt ist die 
Lage eines Punktes P durch Angabe seiner drei Ko- 
ordinaten völlig bestimmt, sobald die drei Projektions- 
ebenen gegeben sind; man hat nur die Strecken j, 
Ç , j in dem durch ihre Vorzeichen bestimmten Sinne auf 
den Achsen von aus abzutragen und das durch diese 
drei Achsenabschnitte bestimmte rechtwinkelige Parallel- 
epiped zu vervollständigen, dessen diagonal gegen- 
überliegende Ecke P dann der gesuchte Punkt ist. 

Anmerkung. Bei bestimmten Beispielen pflegt 
man die Tafelabstände (Koordinaten), durch (positive 
oder negative) Zahlen anzugeben, durch welche ihre 
Längen in einer beliebig gewählten Längeneinheit ge- 
messen sind. 

44. Um nun auch die dritte Projektion in der- 
selben Zeichenebene darstellen zu können, denkt man 
sich die Ebene TTi wie vorhin (§ 41) und die Ebene TT3 
um % ebenfalls in TTg umgelegt, so dass die vordere 
Hälfte von TTg mit der linken Hälfte von TTg, die 
hintere Hälfte von TTg also mit der rechten Hälfte von 
TT2 zusammenfällt, wie dies die Pfeile in Figur 29 an- 
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deuten. Da die y -Achse mm sowohl TTi, als TT3 an- 
gehört, so muss sie nach ausgeführter Umlegung 
doppelt auftreten, und zwar fällt die + 2/ -Achse mit 
der — X- und — «-Achse, die — «/-Achse mit der 
-\- X' und + «-Achse zusammen (Fig. 30). 
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Stellt man nun die gleichen Überlegimgen, wie in 
§41 hier auch noch für die umgelegte TT3 an, so 
kann man leicht die folgende Auf ab e lösen: 

Die dritte Projektion P*'' eines Punktes P 
aus seiner ersten und zweiten Projektion P' 
und P'' bei gegebenem Achsenkreuze zu kon- 
struieren. 

Man zieht durch F' und P' horizontale Geraden, 

welche die vertikale Achse*) in Fy und P^ schneiden, 
trägt OPy^ auf der horizontalen Achse von aus in 

*) Nach ausgeführter Umlegang sollen die Achsen 
der Kürze wegen als horizontale und vertikale Achse unter- 
schieden werden. 
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richtigem Sinne bis Py ab und zieht durch Py eine 
vertikale Gerade, welche die Gerade P'^ P^ in P'^' 
schneidet. — Hierbei ist zu beachten, dass die Punkte 

ly imd P'y\ welche vor dem Umlegen von TTi und TTg 
in demselben Punkte Py der 2/ -Achse gelegen sind'*), 
entweder beide auf den negativen Hälften oder beide 
auf den positiven Hälften der doppelt auftretenden 
1/ -Achse liegen müssen. In der Figur 30 veranschau- 
licht die Ji^onstruktion von P"' den ersten Fall imd 
von Q'^' den zweiten Fall; der erste oder zweite Pall 
liegt vor, je nachdem der zweite Tafelabstand des be- 
treffenden Punktes positiv oder negativ ist. Als 
Koordinatenwerte in Millimetern sind gewählt für P: 
j=ll, ^ = 8, a=ll; fürO: j=6, 9 = — 17, 
î = -12. 

Darstellung der Geraden. 

45. In Rücksicht auf §§4 und 9 erhält man so- 
fort den Satz: 

Die beiden senkrechten Projektionen einer 
Geraden g sind im allgemeinen zwei Geraden 
g' und ^', welche die Schnittlinien der durch 
g senkrecht zu TTi und TTg gelegten Ebenen — 
der sogenannten ersten und zweiten proji- 
zierenden Ebene — mit TTi und TTg sind. 

Die in § 40 für die beiden Projektionen eines 
Punktes gegebenen Benennungen werden in gleicher 
Weise für die Projektionen einer Geraden benutzt. 



*) Künftighin werden die doppelt auftretenden Punkte 
der ^- Achse nicht mehr durch obere Marken (x)^ {y) unter- 
schieden, sondern beide einfach mit demselben Buchstaben 
bezeichnet werden. 
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Ist P ein Punkt auf g^ so muss seine erste Pro- 
jektion P' auf p', seine zweite Projektion P'' auf g^' 
liegen, und nach ausgeführter Umlegung von T\^ in TT2 
muss P' P'' J_ X sein. Umgekehrt sind zwei in der- 
selben Senkrechten zu x gelegenen Punkte von g' und g^' 
die Projektionen eines bestimmten Punktes der Ge- 
raden g. Hieraus folgt, dass eine Gerade g statt 
durch ihre beiden Projektionen g\ g*\ auch durch 
die Projektionen zweier auf ihr liegenden 
Punkte gegeben werden kann. 

Aus dem Yorstehenden folgt ohne "Weiteres die 
Lösung der 

Aufgabe. Die beiden Projektionen einer 
Geraden und die eine Projektion eines auf ihr 
liegenden Punktes sind gegeben; es ist die 
andere Projektion des Punktes zu finden. (Siehe 
Mg. 31 u. 32*.) 

46. Besonders ausgezeichnete Punkte einer Ge- 
raden g sind ihre Schnittpunkte G^ , ö^g ^^ ^®^ beiden 
Projektionsebenen, welche Punkte erster und zweiter 
Spurpunkt der Geraden g heissen. 

Der erste Spurpunkt 0^ von g (Fig. 31) liegt in 
dem Schnittpunkte von g mit g \ folglich fällt er mit 
seiner ersten Projektion zusammen. Seine "zweite Pro- 
jektion Ol muss also nicht nur auf g^\ sondern auch 
auf X liegen und fällt daher in den Schnittpunkt von g" 
und X. Der zweite Spurpunkt fällt mit seiner zweiten 
Projektion zusammen in den Schnittpunkt von g mit /', 
während seine erste Projektion O2 der Schnittpunkt 
von g^ und x ist. Schneidet die Gerade die Achse, 
so fdlen beide Spurpunkte in den Achsenschnittpunkt 
der Geraden. 
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47. Aufgabe. Es sind die beiden Spur- 
punkte einer durch ihre Projektionen ^', g^^ 
gegebenen Geraden g zu konstruieren. 

Die Schnittpunkte von g' und ^" mit der Achse x 
bestimmen die Punkte Oi und G{^ (Fig. 31); die durch 




Fig. si. 

sie senkrecht zu x gezogenen Geraden schneiden ^", 
bezw. ^' in den gesuchten Spurpunkten O^, bezw. Ö^^. 
Ist die Gerade g gegen die beiden Projektions- 
ebenen geneigt, so kann die zwischen ihren beiden 
Spurpunkten O^ , O^ gelegene Strecke in jedem der 
vier Quadranten liegen; die Figuren 32*"<* zeigen die 
vier möglichen Fälle, je nachdem die Strecke O^ G2 im 
ersten bis vierten Quadranten gelegen ist. Betreffs des 
Ausziehens der Linien sei bemerkt, dass die Projektions- 
ebenen als undurchsichtig angenommen sind und dass 
infolge dessen für einen über TTi und vor TTg stehenden 
Beschauer die vordere Hälfte von TJ^ die untere Hälfte 
von TTg , dagegen die obere Hälfte von TTg die hintere 
Hälfte von TT^ verdeckt. In den Figiu^n sind daher 
^', g^' nur soweit ausgezogen, als sie die Projektionen 
eines im ersten Quadranten liegenden Teiles von g sind. 
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(Man zeichne für die Figuren 32 ^""^ Skizzen in 
schiefer Projektion; der Figur 32* entspricht in schiefer 
Projektion Fig. 31.) 




— X 



Fig. 82. 

Sind umgekehrt die Spurpunkte O^ , G^ ge- 
geben, so bestimmen die Fusspunkte der von ihnen 
auf die Achse gefällten Lote ihre ungleichnamigen Pro- 
jektionen 0{\ O21 ^lûd <îie Geraden O1O2, Oi O2 sind 
die beiden Projektionen der durch O^ imd O^ bestimmten 
Geraden. 

48. Besondere Lagen der Geraden g gegen 
die Projektionsebenen. 

L Ist ^||TTi, so ist die zweite projizierende 
Ebene parallel zu TTi , folglich g''\\x und O^ unend- 
lich fern gelegen; 

ist ^^IlTTg, so ist^'||a; und G^ unendlich fern 
gelegen. 

n. Wenn ^^JlTTi und HTTg, also \\x ist, so 
ist g' g" g. 
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Steht g senkrecht auf TTi , so reduziert sich die 
erste Projektion g' auf einem Punkt, welcher zugleich, 
der erste Spurpunkt Q^ von g ist; die zweite Pro- 
jektion g'' steht auf x senkrecht und muss durch G^ 
hindurchgehen. Daher 

ni. Wenn ^ _L TTi ist, so ist g' = G^i , g'' -L ac 

und O^ unendlich fern; 
wenn g A.T[2 ist, so ist g" = O^^ ^'_La; 

und Oy^ unendlich fern. 

lY. Wenn g in einer zur Achse senkrechten 
Ebene liegt, so sind g' und g" in derselben Senk- 
rechten zu der Achse gelegen, da die beiden pro- 
jizirenden Ebenen mit der senkrechten Ebene, in welcher 
g liegt, zusammenfallen.*) 

49. Eine Gerade bestimmt also stets ihre Pro- 
jektionen; umgekehrt bestimmen zwei beliebige Gerade 
^' in TTi und g" in TTj immer eine einzige Gerade g 
im Räume, deren Projektionen sie sind, wenn nicht g* 
und /' JL X sind. Denkt man sich nämlich TTi in seine 
ursprüngliche, zu TT2 senkrechte Lage zurückgedreht, 
so schneiden sich die durch g und g" senkrecht zu 
TTi, bezw. TTg gelegten Ebenen in der Geraden g. 

Steht dagegen eine der Geraden, z. B. g\ auf der 
Achse senkrecht, so steht die durch sie gelegte pro- 
jizierende Ebene auch auf TTg senkrecht, und ^" muss also 
in derselben Senkrechten liegen wie g'. Im Falle, dass 
g" sich auf einen Punkt O^ dieser Senkrechten reduziert, 
ergiebt sich g als die durch G^ senkrecht zu TT2 ge- 
zogene Gerade. Im anderen Falle aber ist die durch 
g* gelegte projizierende Ebene identisch mit der durch 

*) Ans Rücksicht auf den verfügbaren Raam sind diese 
Fälle nicht durch Figuren veranBchaolicht. Der Leser kann 
sich dieselben leicht anfertigen. 
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g" gehenden, und folglich sind g' und g*' die Pro- 
jektionen aller in dieser Ebene gelegenen Gei-aden. 

Damit eine zu der Achse senkrechte Gerade nach 
der Projektionsmethode bestimmt ist, muss man ent- 
^weder die Projektionen zweier ihrer Punkte oder (ausser 
g\ g'' noch) ihren Seitenriss ^f'" kennen. 

50. Bezüglich des Seitenrisses g''' ist zu be- 
merken, dass die dritten Projektionen öf und O2' der 




Plg. 88». 



Fig. 88*>. 



Spurpunkte auf der y-, bezw. »- Achse liegen müssen 
(Fig. 33») imd ihre Yerbindimgslinie also g'^' liefert. 

Der Pimkt G^ , in welchem g die Ebene TT3 
durchdringt, ist der dritte Spurpunkt von g. Seine 
erste und zweite Projektion liegen in den Schnittpunkten 
von g' mit der y- Achse und von g" mit der ^ Achse. 
Um also (?8 nach Uralegung von TJ^ und TTg in TTg zu 
konstruieren, bestimmt man (Fig. 33**) diese Schnittpunkte 
Gg "öd Gfi\ und zwar den ersteren doppelt, da er auf der 
doppelt auftretenden ^/-Achse liegt. Die Vertikale diu-ch 
Gi schneidet die Horizontale durch G^' in Gg. 
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Aufgabe. Die zu x senkrechte Gerade g ist 
durch die Projektionen zweier ihrer Punkte P 
und Q gegeben; es sind ihr Seitenriss und ihre 
Spurpunkte zu konstruieren. 

Nach § 44 konstruiert man von P, Q die dritten 
Projektionen P"', Q'" (Fig. 34); ihre Verbindungslinie 
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ist g'" und die Punkte, in welchen diese die horizontale 
und vertikale Achse schneidet, sind Gi\ Oi\ Aus 
diesen erhält man leicht O^ und O^ . 

51. Unter dem Neigungswinkel einer Ge- 
raden gegen eine Ebene versteht man bekanntlich 
den spitzen Winkel, welchen die Gerade mit ihrer senk- 
rechten Projektion auf die Ebene einschUesst; er ist, 
wie in der Stereometrie gezeigt wird, der kleinste aller 
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AVinkel, welche die Gerade mit den durch ihren Spiir- 
piinkt gehenden Geraden der Ebene einschliesst. 

Bezeichnet man die Neigimgswinkel von g gegen TT^ 
und TT2 mit y^, y^ (erste und zweite Tafelneigung 
von g)^ so ist (vergl. die oben gegebene Figur 31) 

Nach dem vorstehend in Erinnerung gebrachten Satze 
ist sicher y^ kleiner, höchstens gleich ( <) <t O^Oi Gi 
und mitliin, da < G^ G, Gi' + <GiG^ Gi' = 90 » ist, folgt 

d.h. die Summe der beiden Tafelneigungen einer 
Geraden igt höchstens gleich einem Rechten. 
Der GrenzfaU ^i + ^2 — ^^ ^ kann nur dann eintreten, 
wenn g in einer zur Achse senkrechten Ebene liegt 
(Fall m imd IV in § 48). 

Ist ^ II TTi , so ist yi = 0, ^2 = ^ {9 I ^)? ^^^ ^^^ 
^r |! TT2 , so ist y^ = < ig'' I x), y^ = 0. 

Aus den rechtwinkligen Dreiecken Gi Gi G2 imd 
Gl Gi' Gf folgt femer 

G, Gi = G1G2' cos yi , Gi'Gi = G^G^- cos y^ , 

d. h. das Verhältnis der senkrechten Projektion 
einer Strecke zu der Strecke selbst ist gleich 
dem Cosinus des Neigungswinkels (vergl. § 9). 

Aufgabe, Die Tafelneigungen y^, y^ und 
die wahre Länge der zwischen den beiden 
Spurpunkten gelegenen Strecke einer Ge- 
raden g {g\ g'*) zu konstruieren.*) 

Da die rechtwinkligen Dreiecke Gi Gi G2 und 
G1G1G2 (vergl. Fig. 31) die gesuchten Stücke enthalten 



*) 9 is'i 9") bedeutet: Die Gerade g ist darch ihre 
Projektionen g\ g" gegeben. Analog P {P\ P") u. a. 
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und die Katheten^ dieser Dreiecke sich leicht aus g\ g" 
bestimmen lassen, so erhält man die folgende Konstruktion. 
Nachdem man die Spurpunkte O^ und O^ bestimmt 

hat, macht man auf x die Strecke O" 0\ = G'i O^ und 

verbindet G^ ^^^ ^i • I^as Dreieck 0\ Oy G\ ist dann 
das um 0[' Gi in TJ^ umgelegte Dreieck Oi Gi' G^ ^«id 

folglich < Gl Gl Gi' =y^,GiGl= GiG^.— Legt* man 
A Gl Gi G% um G^ G^ in TT2 um, so erliält man in gleicher 

Weise den Winkel y^ und G^G^ = G^G^ (Fig. 35*). 




Fig. 86* ^°^ ^. 



Die Aufgabe lässt sich auch so lösen, dass man 
A Gl Gi' G2 um Gi' G^ in Hg und A Gi Gi G^ um Gi Gi 
in TTi umlegt (Fig. 35^). 

KontroUe Gi G\ = GIg^, bezw. Gi Gi = G^Gf . 

Liegen die Spurpunkte der diu-ch ihre Projektionen 
gegebenen Greraden ausserhalb der Zeichenebene, so be- 
stimmt man die Tafelneigungen für irgend eine der ge- 
gebenen parallele Gerade, deren Spurpunkte zugänglich 
sind; dabei hat man zu beachten, dass (nach § 10) die 
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gleichnamigen Spuren paralleler Geraden selbst parallel 
sind. Sind z. B. h\ Â" in Figur 35 die ursprünglich 
gegebenen Projektionen, so zieht man^'||//, ^''IJÄ'^; 
die beiden Parallelen können ganz willkürlich gezogen 
^werden, nur müssen ihre Spurpunkte zugänglich sein. 

In der gleichen Weise kann man sich helfen, wenn 
die Tafelneigimgen einer die Achse schneidenden Geraden 
zu bestimmen sind. 

52. Aufgabe, Die Tafelneigungen und die 
wahre Länge einer durch die Projektionen 
ihrer Endpunkte gegebenen Strecke AB zu 
bestimmen. 




Fig. 36*. 



Zieht man (Fig. 36*) in der ersten projizierenden 
Ebene durch den einen Endpunkt A die Gerade AC 
parallel zu TTi , so fällt ihre erste Projektion mit der 
ersten Projektion AB' von AB zusammen, während 
ihre zweite Projektion Ä' C" die Parallele zu x diu-ch 
A^^ ist. Das rechtwinklige Dreieck AGB, dessen 
Hypotenuse die Strecke AB und dessen Winkel BAC 
gleich der ersten Tafelneiguug y^ der Strecke ist, hr.t 

Haussner, DarsteUende Geometrie. 6 
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die Katheten ÄC= Ä'B\ BC== B''C'\ Zieht man in 
der zweiten projizierenden Ebene AD T^^i so enthält das 
rechtwinklige Dreieck ADB^ dessen Winkel BAD gleich 
der zweiten Tafel neigimg y.^ ist, die Katheten AD= A'^ B'\ 
BD = B^D\ Daraus folgt die Konstruktion: 

Durch .1' und A" (Fig. 36*^) zieht man Pai-allelen 
zur Achse, welche die Vertikale B^B^^ in D' und C" 
schneiden; dann zieht man B'B^ = C' B" und _L A' B\ 




B''B'i 



Fig. 36^. 

--D'B'\\x\à ±A''B'\ Zieht man noch die 
Hypotenusen A'B^, A^^B'J, so liefern sie die walire 
Länge der Strecke AB (Kontrolle: A'B^ = A" Ba) "nd 
< n^A'B'= y, , < b:!a''B''== y,, 

A^ B' B!i kann als die horizontale Projektion des 
Dreiecks A CB, nachdem dieses um .1 C in die zu TTj 
parallele Lage A CBq gedreht ist, betrachtet werden ; 
A"B''B''i ist die vertikale Projektion des Dreiecks AHB, 
naclideni dieses um A I) in die zu TT., parallele Lage A DBj 
gedreht ist. 
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Gegenseitige Lage zweier Geraden. 

53. Zwei gerade Linien liegen entweder in einer 
Ebene oder nicht. Im eraten Falle können sie sich 
in einem Punkte sehn iden oder einander parallel sein. 
Ina zweiten Falle schneiden sich weder die Geraden, 
noch sind sie einander parallel; sie werden dann wind- 
schiefe oder sich kreuzende Geraden genannt. 

Schneiden sich die beiden Geraden g und ä, so 
müssen die Projektionen des Schnittpunktes P auf den 
gleichnamigen Projektionen der beiden Geraden liegen; 
es muss also P' der Schnittpunkt von g' imd h\ 
P" derjenige von ^" imd h'' sein. Als Projektionen 
eines Raumpimktes müssen aber P' imd P'' in einer 
Senkrechten zur Achse liegen. Umgekehrt schneiden 
sich (im allgemeinen) die Geraden, wenn die Schnitt- 
punkte ihrer gleichnamigen Projektionen {g' X ^\ 5^" X ^") 
in einer Senkrechten zu der Achse liegen. 

Sind die beiden Geraden g und h parallel, so ist 
auch g^\\h'^ ff''\\^'^ (§ 10), und lungekehrt sind (im 
allgemeinen) die Geraden parallel, wenn es ihre gleich- 
nainigen Projektionen sind. Daher: 

Zwei Gerade liegen (im allgemeinen) in 
einer Ebene, wenn entweder die Schnittpunkte 
ihrer gleichnamigen Projektionen in einer 
Senkrechten zu der Achse liegen oder ihre 
gleichnamigen Projektionen einander parallel 
sind; anderenfalls sind die beiden Geraden 
windschief. 

Dieser Satz gilt nicht unbedingt, wenn 
eine der beiden Geraden, z.B. g A_ x ist, oder 
wenn ^ und Ä _L a; sind. Im ersten Falle liegen die 
Schnittpunkte P% P'\ in denen sich g' und h\ bezw. 

6* 
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^" und h " schneiden, zwar senkrecht übereinander, 
aber g nnd h branchen sich deshalb nicht zu schneiden, 
also auch nicht in einer Ebene zu liegen. Um in 
diesem Falle (^và Entscheidung treffen zu können, ob g 
und h sich schneiden oder nicht, ninmit man ihre 
dritten Projektionen zu Hülfe, g"^ kann als gegeben 
angenommen werden, h"^ konstruiert man mit Hilfe 
der dritten Projektionen H\' ^ H^' ^^r Spurpimkte 
von h. Fallt nun der Schnittpunkt von g'" und h 
mit der ebenfalls konstruierten dritten Projektion P'' 
von P zusammen, so schneiden sich die Geraden (vergl. 
Fig. 37*); anderenfalls sind sie windschief zu einander 



//^ 



// 




Fig. 37» "*** ^. 



(Fig. 37^). (Man bemerke, dass F''' stets auf W liegen 
rauHs; V^ r'% P"' sind in jedem Falle die Projektionen 
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des Punktes P, in welchem die Gerade h die durch g 
gehende und zu x senkrechte Ebene schneidet [vergl. § 55,1]). 

Sind dagegen g imd Ä _L a;, ohne aber in der- 
selben zu X senkrechten Ebene zu liegen, so ist zwar 
g^\h\ hezw. ^''IJÄ", aber die Geraden sind nur dann 
einander parallel, wenn auch ihre dritten Projektionen g''' 
und h'^' parallel sind; andernfalls sind g und h windschief. 

Zwei gerade Linien g und ä, welche in derselben 
zu X senkrechten Ebene liegen, schneiden sich oder 
sind parallel, je nachdem ihre dritten Projektionen g^'^ 
und h''' sich schneiden oder parallel sind. 

Man zeichne sich iür die beiden letzten Fälle die 
Figuren, indem man g imd h durch die Projektionen 
je zweier Punkte Ä^ B bezw. C, D als gegeben an- 
nimmt und die dritten Projektionen nach § 51 konstruiert. 

Barstellung der Ebene. 

54. Eine Ebene E ist bestimmt, wenn entweder 
drei in ihr gelegene Punkte oder zwei in ihr gelegene 
Geraden gegeben sind. In dem letzteren Falle benutzt 
man zu der Bestimmung einer Ebene E gewöhnlich ihre 
beiden Schnittgeraden e^ , e^ mit den Projektionsebenen TTj^ , 
TTg ; diese Geraden nennt man die erste (oder horizon- 
tale) und zweite (oder vertikale) Spurlinie oder 
Spur von E . Da sich im allgemeinen drei Ebenen in einem 
Punkte schneiden, so folgt, dass sich die Spurlinien 
einer Ebene in einem Punkte E^ der Achse x 
schneiden müssen. Umgekehrt können zwei in TTi , 
bezw. TTg gelegene Gerade, welche sich in einem Punkte 
der Achse schneiden, stets als Spurlinien einer Ebene 
angesehen werden. 

Nimmt man noch die Seitenrissebene TTg hinzu, so 
erhält man in der Schnittgeraden von E und TTg eine 
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dritte (oder Seiten-) Spurlinie ßg der Ebene E. 
Es müssen sich dann im allgemeinen e^ und e^ in 
einem Punkte E^ der 2/ -Achse, €2 und e^ in einem 
Punkte Eg der ;?;- Achse schneiden (Fig. 38*). 




Aus e^ und e^ erhält man demnach 63, wenn 
man (Mg. 38**) ihre Schnittpunkte Ey , Eg mit der verti- 
kalen Achse bestimmt, OE^ auf der horizontalen Achse 
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in richtigem Sinne von aus abträgt und den so ge- 
fundenen Punkt mit Eg verbindet; diese letztere Ge- 



rade ist 63. 



55. Besondere Lagen der Ebene E gegen 
die Projektionsebenen. 

L Ist E _L TTi, so ist e, _L ic. Die ersten Pro- 
jektionen aller Gebilde in E liegen in e^ . e^ ist i 1 63 
(Fig. 39). 




Fig. 40 



Fig. 41. 



IL Ist E||TTi, so ist e2|la;, während e^^ un- 
endlich fern liegt. 

Die zweiten Projektionen aller Gebilde in E liegen 

auf «2 • 

Yertauscht man in beiden Sätzen die Indices 1 
und 2 miteinander, so erhält man die analogen Sätze 
für TTg . 

in. Ist E\\xj so ist e^llegil^ (Fig. 40). Die 
Ebene E steht auf der Seitenrissebene senkrecht, und 
die Seitenrisse aller Gebilde in E liegen auf e>^ . Die 
Winkel, welche e.^ mit den Achsen einschliesst , sind 
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gleich den Neigungswinkeln c^, £.2 der Ebene E gegen 
Hl, n^ (s. § 62). 

IV. Geht E durch x, so fallen e^ und €2 mit x 
zusammen. 

Die Ebene ist dann bestimmt, wenn z. B. noch 
einer ihrer Punkte, P durch P\ P" gegeben ist. Da 
E _L TTs ist, so fällt die dritte Projektion jedes ihrer 
Punkte auf 63, und folglich ist e^ = OP'*' (Fig. 41). 

56. Die beiden Ebenen H^ und H2, welche 
durch die Achse gehen und den ersten und dritten, 
bezw. zweiten und vierten Quadranten halbieren, werden 
die erste und zweite Halbierungsebene genannt. 
Für jeden Pimkt dieser beiden Ebenen sind die beiden 
Tafelabstände einander gleich. Folglich liegen nach 
erfolgter ümlegung von TT^ in TTg die beiden Pro- 
jektionen eines Punktes von Hj symmetrisch zu cc, 
während die beiden Projektionen eines Punktes von H 2 
in einen Punkt zusammenfallen. In dem Punkte, in 
welchem sich die beiden Projektionen g' imd g'' einer 
beliebigen Geraden schneiden, liegen daher die beiden 
Projektionen des Schnittpunktes von g mit H^ vereinigt. 

57. Da alle Punkte, welche die Ebene E mit TTi, 
bezw. TTj gemeinsam hat, auf e^, bezw. Cg liegen, so 
folgt sofort: 

Die Spurpunkte aller Geraden einer Ebene 
sind auf den gleichnamigen Spuren derselben 
gelegen. 

Dieser Satz gestattet sofort zu entscheiden, ob eine 
Gerade g(jg\ g") in einer Ebene E(ei, e^ liegt. 

Aufgabe L Man soll die zweite Projektion^" 
der in der Ebene E(ei, e^) liegenden Geraden^, 
von welcher die erste Projektion g' gegeben 
ist, konstruieren. 
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Man zieht durch die Punkte 0^ iind G^ (Fig. 42), 
in denen e^ imd x von g' geschnitten werden, Senk- 
rechte zu x, welche die Punkte Gi auf a:, bezw. G^ 
auf ßg bestimmen. G[' G^ ist dann g". 




Fig. 42. 

Die Figur löst auch die umgekehrte 

Aufgabe IL Es ist die zweite Spur e^ der 
Ebene, welche durch g{g\ g'*) hindurchgeht 
und «1 als erste Spur hat, zu bestimmen. 

Aufgabe III. Zwei sich schneidende oder 
parallele Gerade g{g\g") und h{h\h") sind ge- 
geben; man soll die Spuren e^, e^ ihrer Yer- 
bindungsebene konstruieren. 

Die Yerbindimgslinie der gleichnamigen Spur- 
punkte G^H^ und 6^2 ^^2 ^^^^ ^^® gesuchten Spiu-en. 

Liegen einige oder sämtliche Spurpunkte von ^, h 
ausserhalb der Zeichenebene oder gehen beide Geraden 
durch denselben Pimkt der Achse, so nimmt man (nach 
Bedarf) eine oder zwei Gerade (/*;, /) zu Hülfe, welche 
sowohl ^ als Ä schneiden und erreichbare Spurpimkte 
Ä'i , K2 , bezw. L^ , Lg haben. Diese Ilülfsgeraden liegen 
ebenfalls in der Yerbindungsebene g und Ä, und ihre 
Spiu^unkte liegen daher auch auf e^ und eg (Fig. 43 *' **). 
Man wählt k\ V willkürlich, wobei es vorteiUiaft ist, 
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beide durch denselben Punkt P' von g' (oder h') zu 
ziehen; zu den Punkten 

p; 0' = Ä;' X h\ R = VX h' 




Fig. 43» ^^^ ^ 

bestimmt man die zweiten Projektionen, so dass P auf ^r, 
Q und R auf h liegen (§ 45). Dann ist 



und ferner 

Kontrolle: e^ und e, müssen sich entweder auf x 
(in dem Falle der Figur 43^ in dem Achsen punkte Q) 
schneiden oder beide x parallel sein. 

Soll die Ebene, welche durch eine öerade g 
und einen nicht auf g gelegenen Punkt P geht, 
oder welche durch drei nicht in gerader Linie 
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liegende Punkte A, J5, C geht, bestimmt werden, so 
führt man die Aufgabe auf die soeben gelöste zurück, indem 
man durch Peine Gerade, welche G schneidet, zieht, bezw. 
indem man zwei der drei Geraden AB^ BC, CA zieht. 

Aufgabe IV, Durch einen Punkt P{P' P') 
soll eine Ebene parallel zu den beiden nicht 
parallelen Geraden g(g\g'') und h[h\ h'') ge- 
legt werden. 

Zieht man durch P' die Geraden k^\^g\ ^'11^' 
und durch P'' die Geraden k''\'g'\ rij^'^ so smd 
k\ k" und /', l" die Projektionen zweier durch P 
gezogenen Parallelen zu g und Ä. Ihre Yerbindungs- 
ebene, welche man nach Aufgabe III bestimmt, ist die 
verlangte Ebene. 

Liegt P auf g selbst, so braucht man nur Ih 
durch P zu ziehen und erhält in der Yerbindungsebene 
von g und / diejenige Ebene, welche durch g geht 
und parallel h ist (P braucht in diesem FaUe natürlich 
nicht besonders gegeben zu sein!). 

58. Aufgabe, Die zweite Projektion eines 
Dreiecks ABC zu konstruieren, welches durch 
seine erste Projektion Ä B' C und die Spuren 
e^, Cg seiner Ebene E gegeben ist. 

Durch wiederholte Anwendung der für die Auf- 
gabe I des vorigen Paragraphen mitgeteilten Lösimg 
erhält man leicht zu den gegebenen ersten Projektionen 
a' = P' C\ h' = CA', c' = A'B' die zugehörigen 
zweiten Projektionen a''=B''(7', ô" = C'W, c'' = ^"P" 
(Fig. 44). 

Kontrolle: A' A'', B B'', C C' müssen _L x sein. 

Der Pxmkt Ag , in welchem sich a' \md a" schneiden, 
ist (§ 56) ein Pimkt der zweiten Halbierungsebene und 
liegt folglich auf der Schnittgeraden e von E und Hg. 
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Dasselbe gilt für die beiden Projektionen jeder anderen 
Geraden der Ebene E ; es liegen also die Punkte 
B, = b'X b'\ Oe = c' X c" ebenfalls auf e. Auf 
der Geraden e muss auch Ej; liegen, da Hg durch x 










y 



—X 



Fig 44. 



geht. Beachtet man noch, dass A! A!' [^B' B" [\C' C" 
ist, da sie sämtlich l_x sind, so erkennt man, dass 
A!B' C/ und A!' B'' C" perspektiv- affine Figuren sind 
(§ 13) für e als Affinitätsachse; die Affinitätsstrahlen 
sind J_ X . Was hier speziell für die beiden Pro- 
jektionen des Dreiecks ABC nachgewiesen ist, gilt für 
jede Figur in E , da Grundriss und Aufriss jedes 
Punktes, bezw. jeder Geraden die Affinitätsbedingungen 
des § 13 erfüllen. Folglich gilt allgemein der Satz: 
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Nach üralegung der ersten Projektions- 
ebene in die zweite sind Gnmdriss und Auf- 
riss jeder ebenen Fignr perspektiv-affin; die 
Affinitätsachse ist die Schnittgerade der Ebene 
der Figur und der zweiten Halbierungsebene. 

Ist A''B''C'', wie vorhin, aus A' ir C\ e^ , e.^ 
konstruiert, so bietet die affine Yerwandtscliaft von 
Grundriss und Aufriss eine weitere Kontrolle. Anderer- 
seits kann man diese Affinität aber auch benutzen, um 
den Aufriss erst zu konstruieren, nachdem man Gnmd- 
riss und Aufriss einer beliebigen Geraden oder eines 
beliebigen Punktes der Ebene E bestimmt hat. 

Zwei beliebige Dreiecke Ä' B' C und Ä' B'' G'% 
deren entsprechende Ecken in Senkrechten zu der 
X-Achse liegen, können stets als die Projektionen eines im 
Räume gelegenen Dreiecks A BC betrachtet werden. Da- 
gegen sind für w > 3 zwei n - Ecke A' B' C 2)' . . . 
und Ä' B" CD'' . . . , auch wenn ihre entsprechenden 
Ecken lotrecht zu x übereinander liegen, nicht mehr 
stets die Projektionen eines ebenen n-Ecks; vielmehr 
ist ein ebenes w-Eck AB CD . . . bereits bestimmt, wenn 
man seine erste Projektion Ä B' C D' , , , und die 
zweiten Projektionen dreier seiner Eckpunkte z. B. 
Ä\ B'\ C kennt. Die zweiten Projektionen der 
anderen Eckpunkte sind dann durch die Forderung, 
dass das Polygon ein ebenes sein soll, bestimmt; zu 
ihrer Konstruktion verwendet man bequem die Affinität 
von Grundriss imd Aufriss. 

59. Yon den in einer Ebene gelegenen Geraden 
sind zwei Arten von besonderer Wichtigkeit: die 
Haupt- und Falllinien einer Ebene. 

Die zu der ersten oder zweiten Spur einer 
Ebene parallelen Geraden werden erste oder 
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zweite Hauptlinien (auch Tafel- oder Streichlinien) 
derselben genannt. 

Die ersten Hauptlinien einer Ebenen E sind dem- 
nach. !|TTi, die zweiten HTTg, und folglich ist für eine 
erste Hauptlinie u der Ebene E: 



w'llei, u^' 



X', 



für eine zweite Hauptlinie v der Ebene E: 

t;' 1 1 ic , t?'' 1 1 gg . 
Aufgabe L Die zweite Projektion P'' des in 
^(^^ ^2) gelegenen Punktes P, dessen erste 
Projektion gegeben ist, zu bestimmen. 




Fig. 46. 

Man benutzt eine durch P gehende Gerade von E 
(Fig. 45), am einfachsten eine der beiden Hauptlinien. 
Man zieht entweder u'\\e^ durch P' und durch deren 
zweiten Spurpunkt U^ die Parallele w" zu a;, oder 
v''\x durch P' und durch die zweite Projektion Ff 
ihres ersten Spurpunktes v^' \e,^. Dann schneidet die 
Yertikale durch P' sowohl u" als v" in der gesuchten 
zweiten Projektion P' 



>'/ 
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Die Figur 45 giebt ohne weiteres auch (lie Lösung 
der umgekehrten 

Aufgcibe IL Die zweite Spur der durch den 
Punkt P(P', P") gehenden Ebene E, deren erste 
Spur e^ gegeben ist, zu bestimmen. 

60. Die in einer Ebene zu ihren ersten 
oder zweiten Hauptlinien senkrecht gezogenen 
Geraden heissen erste oder zweite Falllinien, 
w^eil sie von allen Geraden der Ebene die gi-össte Neigung 
(oder den stärksten Fall) gegen die betreffende Projektions- 
ebene haben. 

Es werde eine erste Falllinie der Ebene E mit u, 
eine zweite Falllinie mit d und entsprechend ihre Spm*- 
punkte mit Uj, U2, bezw. SS^, SSg bezeichnet. 

Da u senkrecht zu den ersten Jlauptlinien , also 
auch J_ e^ ist, so folgt, dass die erste projizierende 
Ebene von u senkrecht auf e^ steht. Es steht e^^ daher 
auf allen Geraden dieser Ebene, mithin auch auf u' 
senkrecht. Folglich ist, indem man für t) analog schliesst, 

u_Lei, u'-Le^; tJ-Lßg^ t)" _L ^2 • 

Beachtet man, dass w' ' e^ für eine erste Hauptlinie u 
war, so folgt, dass die von den ersten Hauptlinien mit 
den ersten Fallinien gebildeten rechten Winkel sich als 
rechte Winkel auf T[^ projizieren. Legt man daher E 
\\m. e^ in TJ^ um, so decken sich die ersten Falllinien 
mit ihren ersten Projektionen. Das gleiche Verhalten 
zeigen die zweiten Fallinien in Bezug auf TTg. 

61. Ist mm ein rechter Winkel gegeben, dessen 
einer Schenkel parallel einer Projektionsebene, z. B. || TTi 
liegt, so ist dieser Schenkel eine erste Hauptlinie, der 
andere Schenkel eine erste Fallinie der Ebene des 
rechten Winkels. Ist diese Ebene nicht senkrecht zu TTi , 
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so projiziert sich daher der rechte Winkel wieder als 
rechter Winkel. Da parallele Gerade parallele Pro- 
jektionen haben (§ 10), so folgt weiter, dass auch die 
ersten Projektionen zweier windschiefen Geraden g 
und h^ welche senkrecht zu einander gerichtet sind, 
einen rechten Winkel bilden, wenn die eine Gerade 
IJTTi^ ist. Demnach gilt der folgende, für spätere An- 
wendungen wichtige Satz: 

Nur wenn von zwei senkrecht zu einander 
gerichteten (sich schneidenden oder wind- 
schiefen) Geraden die eine parallel einer Pro- 
jektionsebene ist, schliessen auch ihre senk- 
rechten Projektionen auf dieselbe einen rechten 
Winkel ein. Umgekehrt: Schneiden sich die 
senkrechten Projektionen zweier Geraden auf 
einer Ebene rechtwinklig und ist eine der 
Geraden dieser Ebene parallel, so sind auch 
die Geraden senkrecht zu einander gerichtet. 

62. Unter dem Neigungswinkel zweier 
Ebenen versteht man den spitzen Winkel zwischen 
den Geraden, welche aus den beiden Ebenen durch 
eine dritte, zu ihrer Schnittlinie senkrechte Ebene 
ausgeschnitten werden. 

Der Neigungswinkel einer Ebene E gegen eine 
der Projektionsebenen wird demnach gemessen durch 
den Neigungswinkel einer gleichnamigen Fallinie von E. 
Bezeichnet man die Neigungswinkel von E gegen TTi, 
TTg mit 6i, £2 (erste und zweite Tafelneigung 
von E), so ist 

ci=<(u',u), f2 = <(ö", t)). 

Aufgabe. Man soll die beiden Tafelneigungen 
einer Ebene E(^i,<?2) konstruieren. 
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Die durch, einen beliebigen Punkt A der Achse x 
(Fig. 46*) senkrecht zu e^ gelegte Ebene schneidet E 
in einer ersten Fallin ie u, TJ^ in deren erster Pro- 
jektion u', TT2 in AVi2 -L Xj und es ist also 

< ^ Ui U2 = £1 . 

Man erhält mithin s^ , wenn man (Fig. 46 **) das recht- 
winklige Dreieck llj^^Ug entweder um Vi^A in J]^ 



^. 


y/\ 1 
yy 1/ 




V/ / 




/y> 


i/v \ 


^ 


' B/ 


■- / ■ 


-^..je.... 


V 


X::àk 



■11"? 







•-Mi; 



Fig. 46». 



Fig. 46 b. 



oder um ^Ua in TTg umlegt, wodurch das Dreieck in 

die Lage Ui^^Ug, bezw. Uf JIU2 kommt. 

In gleicher "Weise erhält man e^-, wenn man 
durch A eine Ebene senkrecht zu e^ legt; diese Ebene 
schneidet E in einer zweiten Fallinie ö, 172 i^ ^''? 
TTi in ^SSi -La;, und es ist 

< A »2 »1 = £2 • 

Da die Ebenen der beiden Dreiecke A Uj Ug und 
^SSiSÏ2 senkrecht auf E stehen, so steht auch ihre 

Haussner, Darstellende Geometrie. 7 
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Schnittgei-ade ABA^E] AB ist also in beiden Drei- 
ecken die Höhe. Fällt man daher in den umgelegten 

Dreiecken Ui^U?, S8?^gS2, bezw. Uf JlUg, ^,A^t 
von A die Höhen auf die Hypotenusen (in Fig. 46^ 

ist nur die Höhe in SSj^9S2 gezeichnet), so müssen 
sie gleiche Länge haben. Diesen Umstand kann man 
benutzen, um die Spuren einer Ebene, deren Tafel- 
neigungen gegeben sind und welche durch einen ge- 
gebenen Punkt geht, zu konstruieren. 

Die erste Projektion von AB fällt in die Gerade u', 
die zweite in ö"; es ist also die erste, bezw. zweite 
.Tafelneigung der Geraden AB: 

;/i==<5^Ui= 900 — «1, ^2 = <^^S?2 = 90ö — «2- 
Da nun Yi + y2 < 90^ war (§ 51), so folgt 
*i + ^2 ^ 9^^ ^•^- ^^^ Summe der Tafelneigungen 
ist mindestens geich einem Kochten. Der Grenz- 
fall Ci -^ 82 = 90^ tritt nur ein, wenn E einer Pro- 
jektionsebene oder der Achse parallel ist. 

Gegenseitige Lage zweier Ebenen. 

63. Da zwei parallele Ebenen von jeder dritten 
Ebene in parallelen Geraden geschnitten werden, 
so folgt: 

Parallele Ebenen haben in jeder Pro- 
jektionsebene parallele Spuren. Umgekehrt 
sind zwei Ebenen parallel, wenn ihre gleich- 
namigen Spuren parallel sind. Für die Anwendimg 
des imigekelu-ten Satzes reicht es aus, die ersten und 
zweiten Spm^en zu betrachten, vorausgesetzt, dass sie 
nicht sämtlich \,x sind; sind jedoch alle Spuren ] o:, 
so geben erst die dritten Spuren die Entscheidung, ob 
die beiden Ebenen einander ^larallel sind oder nicht. 
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Aufgabe. Man soll die Spuren der Ebene 
bestimmen, welche durch den Punkt P{P\P^') 
geht und der Ebene E(ei, 63) parallel ist. 

Zu einer beliebigen Geraden ^ in E (Fig. 47) zieht 
man die Parallele h durch PQi^ \ 9%^^' , 9") '^^^^^ bestimmt 
ihre Spurpunkte H^^ H^. Die durch Äj, 11^ zu e^ 
bezw. 62 gezogenen Parallelen f^^ f.^ sind die Spuren 
der gesuchten Ebene V. f-^ und f^ müssen sich auf x 
schneiden. 




Fig. 47. 

Die Konstruktion vereinfacht sich, wenn man als 
Gerade g eine der Spuren von E, z. B. e^ wählt; 
dann ist die Parallele zu g durch P eine erste Ilaupt- 
linie u von 4^ (also: w' || ^i durch P', u'' \x durch P'\ 
f^ 11 62 durch ÎJg Î /i Ij % durch Fj;== f^ \x). Diese 
spezielle Wahl von g ist aber unbrauchbar, wenn 
E 1 1 a; ist. 

64. Zwei einander nicht parallele Ebenen schneiden 
sich immer in einer Geraden. Da dieselbe beiden 
Ebenen angehört, so müssen ihre Spurpunkte auf den 
gleiclinamigen Spuren beider Ebenen, folglich in den 
Schnittpunkten dieser Spuren liegcD. 

7* 
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Aufgabe, Die Schnittgerade s der beiden 
Ebenen k{a^^ a^ und B(ôi, ftg) ^^^ konstruieren. 

Yon den Punkten S^ = (a^ X èj), /S2 = (Og X ^2) 
fällt man die Lote Si «S'', àS2 *S^ auf die Achse ; dann 
ist s'= SiS',, s''= S;'S2 (Fig. 48). 

Ist speziell % || ^1 , so ist auch s' |, «i \b^ 
und s'a:. 





7V^ 

i_2 






Fig. 48. 



Fig. 49. 



Fig. 60. 



Diese Konstruktion versagt, 1) wenn beide Ebenen 
der Achse parallel sind, 2) beide Ebenen die Achse 
in demselben Punkte schneiden und 3) einer der 
beiden Spurpunkte S^, S2 oder beide ausserhalb der 
Zeichenfläche liegen. 

In den Fällen 1) und 2) benutzt man am ein- 
fachsten eine Hilfsebone N , welche auf einer Pro- 
jektionsebene, z. B. auf TTi senkrecht steht, deren 
erste Si)ur n^ beliebig gewählt werden kann imd deren 
zweite Spur w., _L x durch A^j^ = w^ X ^ geht. Die 
Projektionen der Gemden Ä, Z, in denen N die Ebenen 
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A und B schneidet, bestimmt man leicht nach der 
eben auseinandergesetzten Konstruktion der Schnittlinie 
zweier Ebenen A, N, bezw. B, N; die ersten Pro- 
jektionen Ä;', V fallen mit n-^ zusammen (§ 55, 1), da 
N _L TTi ißt. Der Punkt P" = W' X l'' ist dann die 
zweite Projektion des den drei Ebenen A, B, N ge- 
meinsamen Punktes P, diu-ch den die gesuchte Schnitt- 
gerade s gehen muss. P' muss in dem Schnittpimkte 
des von P'' auf x gefällten Lotes mit n^ liegen. In 
dem Falle 1) (Fig. 49) sind beide Ebenen zu x parallel, 
folglich sind auch s, s' (durch P'), s" (durch P") par- 
allel X, In dem Falle 2) (Fig. 50) schneiden beide 
Ebenen die Achse in dem Punkte -4, folglich muss ihre 
Schnittgerade s ebenfalls durch Ä gehen, daher ist 

In dem Falle 3) legt man durch einen beliebigen 
Punkt Cx der Achse eine Parallelebene V zu B(ci jè^, 
^2 II ^8)î so dass die Schnittlinie t von A und f zu- 
gängliche Spurpunkte 2\, T^ besitzt. Da parallele 
Ebenen von einer dritten Ebene in parallelen Ge- 
raden geschnitten werden, so ist s.t. (Vgl. die in 
schiefer ParaUelprojektion gegebene Skizze 51*.) 

Ist mm einer der Spurpunkte von s, z. B. *S'2 
innerhalb der Zeichenebene gelegen, so zieht man durch 
S.2 und ^^2 die Geraden s"!, V' und s' \t\ — Liegen 
aber beide Spiu^unkte ausserhalb der Zeichenebene, so 
ziehe man in TTi (Fig. 51*) eine beliebige Gerade 
diu-ch. ^a;, welche V {= T^K) in K und s' in L 
schneidet, und verbinde K mit Cx^ L mit B^. Aus 
der Ähnlichkeit der Dreiecke Ä^ T^ C^ und A^ S^ B^ einer- 
seits, und ÄxTiK und Ä^SiL andererseits folgt 

ÄxK\ AxL= Äx Gx : ÄxBx] 
es ist also auch 
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folglich 



KCx L Bx. 



Daher findet man einen Punkt L von s% indem man 
(Fig. 51^) einen beliebigen Punkt K auf V mit A^ 
und Cx verbindet und die Verlängerung von A^K mit 
der durch B^ gehenden Parallelen zu C^K schneidet; 
die durch den Schnittpunkt L zu f gezogene Par- 



X 




Fig. 51 a ^^ ^. 

allele s' ist dann die erste Projektion von s. In 
gleicher Weise erhält man mit Benutzung eines be- 
liebigen Punktes M auf t^' den Punkt N auf s^' . — 
Diese Konstruktion ist selbst dann noch anwendbar, 
wenn von jedem Punkte der Geraden s nur die eine 
Projektion auf der Zeichenfläche liegt (wie es in 
Fig. 51^ z. B. der FaU ist. Vgl. auch § 79). 

Den Schnittpunkt dreier Ebenen A, B, f erhält 
man als Schnittpunkt der beiden Schnittgeraden zweier 
Ebenenpaare z. B. A, B ; A, f. 



Gegenseitige Lage einer Geraden and einer Ebene. 103 

Gegenseitige Lage einer Geraden und einer Ebene. 

65. Eine Gerade g kann in einer Ebene E liegen, 
sie schneiden oder ihr parallel sein. 

Der erste Fall ist durch den Satz des § 57 bereits 
erledigt. Hier bleibt vornehmlich der zweite Fall zu 
betrachten, welcher Veranlassung giebt zu der folgenden 

Aufgabe, Es soll der Schnittpunkt P einer 
Ebene E(ei, e<^ und einer Geraden g{g\g'') kon- 
struiert werden. 

Man benutzt eine der projizierenden Ebenen von g, 
z. B. die erste (N) als Hilfsebene. Die erste Spur n^ 
derselben fällt mit g' zusammen, die zweite Wg ist _La;. 
Die Ebene N enthält die Geraden g und s = N X E , 
welche letztere nach § 64 zu konstruieren ist. Folglich 
ist P" = s" X 9'^ ^iö zweite Projektion des Schnitt- 
punktes P von g und E, dessen erste Projektion auf g' 
senkrecht unter P'' liegt. 

Ist der Pimkt S^ = g' X. x und damit S2 im- 
erreichbar, so nimmt man eine beliebige Gerade von E, 
z. B. eine erste Hauptlinie w(w''' e^, u'^i^x). Der 
Punkt Q' = w' X ^' ist daon die erste Projektion des 
Schnittpunktes Q von s mit w, und es ist s'^ = Si Q" 
(wo 0'' auf der Vertikalen durch Q und auf u'^ liegt). 

um sich aus der Zeichnung leicht eine klare Vor- 
stellung der räumlichen Verhältnisse bilden zu können, 
ist es zweckmässig, diejenigen Linien, welche in der Seh- 
richtung durch Ebenen oder Flächen verdeckt werden, 
nicht auszuziehen, sondern zu punktieren. Da die 
Sehstrahlen mit den Projektionsstrahlen zusammen- 
fallen, so ist ein Beschauer des Grundrisses in unend- 
' lieber Entfernung über T]^ und ein Beschauer des 
Aufrisses in unendlicher Entfernung vor TT2 befindlich 
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zu denken. Für den ersteren Beschauer ist derjenige 
von zwei Punkten unsichtbar, welcher senkrecht unter 
dem anderen liegt, also derjenige, dessen zweite Pro- 
jektion senkrecht unter der des andern liegt; für 
den zweiten Beschauer ist aus gleichem Grunde 







Fig. 52». 



Fig. 52*>. 



derjenige von zwei Punkten unsichtbar, w^elcher senkrecht 
zu TTg hinter dem anderen liegt, also derjenige, dessen 
erste Projektion (in der umgelegten Figur) senkrecht 
über der des anderen liegt. 

In Bezug auf eine Ebene E merke man sich die folgende 
Kegel, von deren Richtigkeit man sich leicht überzeugt*) : 

In jeder der beiden Sehrichtungen erblickt 
man dieselbe oder verschiedene Seiten von E, 
je nachdem die in +TTi, bezw. + TTg gelegenen 
Teile von e^ und ßg spitze Winkel mit derselben 
Richtung oder mit verschiedenen Richtungen der 
a;-Achse einschliessen. 

Figur 52* entspricht dem ersten und Figur 52^ 
dem zweiten Falle. 



*) Am leichtesten indem man sich ein Modell aus 
Karton herstellt. 
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Nach dem Obigen ist im Grundrisse der Teil 
von g sichtbar, dessen Aufriss über s'' gelegen ist; 
der entsprechende Teil von g' bis P^ ist ausgezogen. 
Im Aufrisse ist augenscheinlich derselbe (Fig. 52*) oder 
der andere (Fig. 52'') Teil von g sichtbar; je nachdem 
man im Grundriss imd Aufriss dieselbe Seite von E 
oder entgegengesetzte Seiten erblickt. 

66. Aufgabe I. Es ist der Schnittpunkt P 
einer Ebene, welche durch die Projektionen 
dreier ihrer Punkte Ä^ B^ G gegeben ist, und 
einer Geraden g(g\ g'^) zu konstruieren. 

Das Verfahren bleibt dasselbe, ohne dass man je- 
doch erst die Spuren der Ebene ABC zu bestimmen 
braucht. Die erste projizierende Ebene von g schneidet 




Fig. 54. 



die Ebene des Dreiecks ABC m einer Geraden .<?, deren 
erste Projektion s^ mit g' zusammenfällt (Fig. 53). Die 
Punkte^i)', E\ in welchen s' == g' die Geraden A' C\ 
B\C' schneidet, sind also die ersten Projektionen der 
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Punkte I), E, in denen s die Geraden ACj BC trifft. 
Daher ist s" == D'' E" und P'' = s"X/'; P' liegt 
lotrecht unter P'' auf g\ 

Betreffs des Ausziehens ist das oben gesagte zu 
beachten. Gewöhnlich nimmt man dabei nur die Fläche 
des Dreiecks ABC (nicht die ganze Ebene) als vor- 
handen an. Die Regel, welche Seite der Dreieckfläche 
sichtbar ist, kann man so aussprechen: 

In jeder der beiden Sehrichtungen erblickt 
man dieselbe oder verschiedene Seiten eines 
Dreiecks, je nachdem der durch die alpha- 
betische Reihenfolge der Ecken bestimmte Um- 
laufssinn für beide Projektionen der gleiche 
oder entgegengesetzte ist. 

In den Figuren 53 ist dieser Umlauf ssinn für 
Ä' R C mit dem des Uhrzeigers übereinstimmend an- 
genommen und mit diesem stimmt in Figur 53** auch 
der Umlaufssinn von Ä'^ B^' C" überein, während derselbe 
in Figur 53* entgegengesetzt ist; in Figur 53* kehrt 
daher das Dreieck ABC einem Beschauer in den beiden 
Sehrichtungen verscliiedene Seiten, in Figur 53^ da- 
gegen dieselbe Seite zu. 

Aufgabe IL Die Schnittlinie zweier Drei- 
ecke ABC und KLM zu konstruieren. 

Die LösTuig erhält man durch eine zweimalige An- 
wendung der unter I gegebenen Konstruktion, indem 
man die Schnittpunkte P, Q zweier Dreiecksseiten, 
z. B. KM^ L^M, mit der durch die di-ei Pimkte 
A^ P, (J bestimmten Ebene ermittelt. Als Schnittlinie 
der beiden Dreiecke kommt dabei nur das innerhalb 
beider Dreiecke gelegene Stück der durch die Gerade P Q 
bestimmten Schnittgei-aden der Dreiecksebenen in Be- 
tracht; in Figur 54 z. B. das Stück RQ. 
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67. Die für die Aufgaben I und IE gegebenen 
Lösungen lassen zugleich erkennen, dass eine Gerade g 
der Ebene E parallel ist, wenn die Schnittgerade s 
der letzteren mit der ersten projizierenden Ebene von g 
parallel g^ d. h. also, wenn s*'\\g'^ ist. 

Gerade Linien und Ebenen in rechtwinkliger Stellung. 

68. Aus dem in § 61 aufgestellten Satze folgt 
sofort der für die folgenden Betrachtungen grund- 
legende Satz: 

Damit eine Gerade auf einer Ebene senk- 
recht steht, ist notwendig und hinreichend, 
dass die beiden Projektionen der Geraden auf 
den gleichnamigen Spuren der Ebene senk- 
recht stehen. 

Ist nämlich 5^ -L E , also g -Le^ und _L ßg ? so 
folgt aus dem Satze in § 61, dass auch g'A^e^^ 
g^' A^e^ ist. Wenn aber umgekehrt ^' _L ^i , ^'' j_ ^^ 
Ist, so folgt aus der Umkehrung jenes Satzes, dass im 
allgemeinen auch g ^e^ und ^ e^ , also \_ E ist. Nur 
wenn % |! ^2 !l ^ ^st und g\ g'' in derselben Senkrechten 
zu X liegen, ist das Kriterium nicht ausreichend, son- 
dern es ist noch zu untersuchen, ob auch g"^ \_ e^ ist. 

69. Aufgabe L Es ist von dem Punkte 
R {R% R^^) das Lot l auf die Ebene E (% , e^) zu 
fällen und seine wahre Länge zu bestimmen. 

Die Lote /', T' von R\ R" auf e^, bezw. e^ (Fig. 55) 
sind die Projektionen des gesuchten Lotes, dessen 
Schnittpunkt F mit E nach § 65 zu bestimmen ist 
(die Schnittgerade der ersten projizierenden Ebene von l 
mit E ist eine erste Falllinie). Dann hat man noch 
die wahre Länge von RF (= R'ç^ F") zu kon- 
struieren (§ 52). 
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Aufgabe IL Durch den Punkt Q {Q\ 0") soll 
die zu g senkrechte Ebene N (Normalebene zu g) 
konstruiert werden. 

Da die Spuren n^ , n.^ (Fig. 56) der gesuchten 
Ebene auf g\ bezw. g^' senkreclit stehen, so hat man 
nur nötig, einen Punkt von n^ oder n^ zu bestimmen, 
was z. B. mit Hilfe der durch P gehenden ersten Haupt- 
linie u von N {u^ l_g\ u''\\x) geschehen kann. Durch 
ihren zweiten Spurpunkt tj^ zieht man n^ }_g^' und 
dann diu-ch N^ = n.^ y, x noch n^_\.g\ 




Fig. 55. 



Fig. 56. 



Fig. 57. 



Aufgabe HL Der Abstand eines Punktes 
Q {Q\ Q") von der Geraden g {g\ f) soll be- 
stimmt werden (vergl. § 81, letzter Abschnitt). 

Nach n bestimmt man die Ebene N \^g (Fig. 57) 
durch Q und nach I den Schnittpunkt P von g und N . 
Letzterer ist der Fusspimkt des von Q auf g gefällten 
Lotes, aus dessen beiden Projektionen F' Q\ P" Q" die 
walu-e Länge (=P'OoO ermittelt wird (§ 52). 

Aufgabe LV, Den Abstand zweier durch 
ihre Spuren gegebenen Ebenen zu bestimmen. 
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Man zieht durch einen beliebigen Punkt eine Senk- 
rechte zu beiden Ebenen und bestimmt die wahre Länge 
des Abstandes ihrer Fusspimkte. 

70. Der kürzeste Abstand zweier wind- 
schiefen Geraden ist diejenige zwischen ihnen ge- 
legene Strecke, welche auf beiden zugleich senk- 
recht steht. 

Projiziert man (Fig. 58») die eine Gerade h senk- 
recht auf eine zu ihr parallele, durch die andere Gerade g 
gelegte Ebene E, so erhält man in E die Gerade i 
parallel Ä, und das in dem Schnittpunkte M von g und i 
errichtete Lot MN ist der gesuchte kürzeste Abstand. 




Fig. 58». 




Fig. 58*». 



Hiemach gestaltet sich die Konstruktion des 
kürzesten Abstandes zw^eier windschiefen Ge- 
raden g und h folgendermassen. Man legt (Fig. 58^) 
durch g die Ebene E parallel h (§ 57, IV: Durch 
einen beliebigen Punkt L von g zieht man k\ h^ wo- 
bei in der Figur k^ = h' gewählt ist, und bestimmt 
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die Spuren e^, e^ der durch g und l gehenden Ebene E 
als die Verbindungslinien der gleichnamigen Spurpunkte 
dieser Geraden). Darauf fällt man von einem beliebigen 
Punkte der Geraden h^ als welcher in der Figur 
der Einfachheit wegen der Spurpunkt H^ genommen 
ist, das Lot l auf E (^'_!.. ßi, ^''J_^2) ^^^ bestimmt 
seinen Fusspunkt P in E (§ 69, I). Durch P zieht 
man parallel zu h die Gerade *, welche die senk- 
rechte Projektion von h auf E vorstellt, und er- 
richtet in M = g 'X i ein Lot auf E (3/' A^' J_ e^ , 
l/''iV^" I Cg), welches h in N schneidet und dessen 
wahre Länge nach § 52 ermittelt werden kann (2. Lö- 
sung in § 81). 

Umlegiing ebener Gebilde in eine Tafel. 

71. Eine ebene Figur erscheint bei dem Verfahren 
der senkrechten Projektion nur dann in ihrer waliren 
Gestalt, w^enn die Ebene der Figur entw^eder mit einer 
Piojektionsebene zusammenfällt oder zu ihr parallel ist, 
wie aus den Betrachtungen am Ende des § 11 folgt. 
Liegt die Ebene E der Figur aber beliebig gegen beide 
Projektionsebenen, so muss man E entweder um eine 
Spur in die gleichnamige Projektionsebene umlegen oder 
um eine Hauptlinie zu der gleichnamigen Projektions- 
ebene parallel drehen. Beide Verfahren sind bereits 
bei einfachen Aufgaben verwendet, das erste in den 
§§ 51 und 62 imd das zw^eite in § 51.*) Jetzt soUen 



*j Das Beispiel ist insofern speziell, als die umzulegende 
Figur senkrecht auf der einen Projektionstafel steht; in § 76 
wird deshalb noch ein Beispiel für den allgemeineren Fall 
gegeben. 
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mit Hilfe des Umlegungsverfahrens einige kompliziertere 
wichtige Aufgaben gelöst werden. 

72. Aufgabe, Man soll den von zwei Ge- 
raden g {g\ g") und h {h\ h") gebildeten 
Winkel 99 bestimmen. 

Jede zu h parallele Gerade schliesst mit g den 
gleichen Winkel ein wie h selbst ; folglich ist es keine 
Beschränkung, wenn man voraussetzt, dass sich g und h 
in einem Punkte P schneiden. Das von dem Punkte P 
und den ersten Spurpunkten G^ , 11^ gebildete Dreieck 
(Fig. 59) enthält bei P den gesuchten Winkel, welchen 




Fig. 59. 

man daher durch Umlegen dieses Dreiecks um G^IT^ 
in TTi findet. Bei diesem Umlegen beschreibt P einen 
Kreisbogen, dessen Ebene auf OiH^ senkrecht steht 
und dessen Mittelpimkt der Fuss])mikt F des von P 
auf diese Gerade gefällten Lotes ist. Die erste Pro- 
jektion dieses Jjotes fällt in das von P' auf G^ 11^ 
gefällte Lot (§ 68), auf w^elchem auch der umgelegte 
Punkt pQ liegen muss, da sicli die ganze Kreisebene 
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in dasselbe projiziert. Um noch die Länge PqF zu 
erhalten, beachte man, dass Pq F H^'potonnse des recht- 
winkligen Dreiecks FF'P mit den Katheten FP^ und 
P'P = p^ P'' ist. Daher trägt man FP' von P^ bis F'S 
auf X ab *) und macht schliesslich FP^ = F'J /^'. Die 
von Pq nach G^ und H^ gezogenen Geraden schliessen den 
gesuchten Winkel 9? ein. — Liegt P zu weit entfernt 
von einer Projektionsebene, so benutzt man zwei ge- 
eignete Parallelen zu g und h, 

Soll durch P eine Gerade gezogen werden, welche 
den von den Geraden g und h gebildeten Winkel in 
einem bestimmten Verhältnisse teilt, so muss man zu- 
erst den umgelegten Winkel O^PqH^ in diesem Ver- 
hältnisse teilen; verbindet man den Punkt, in welchem 
diese Teilgerade G^H^ schneidet, mit P', so erhält man 
die erste Projektion der gesuchten Geraden, deren zweite 
Projektion man dann in gewohnter Weise ermittelt. 

73. Aufgabe. Es ist der Neigungswinkel tp 
der beiden Ebenen A (a^, a^) und B (è^, ô.,) zu 
konstruieren. 

Jede Ebene N, welche auf der Schnittgeraden s 
der Ebenen A und B senkrecht steht, schneidet die- 
selben in Geraden, welche den gesuchten Neigiuigs- 
winkel yj einschliessen. Statt aber N dm-ch einen 
beliebigen Punkt von s zu legen, kann man ihre ei-ste 
Spurlinie n^ , welche ' s' ist (§ 68), durch einen be- 
liebigen Punkt C von s' ziehen (Fig. GO); n^ schneide dann 
% und b^ in den Punkten I) und E. Bezeichnet man 



*) FjPj.P^^ kann als zweite Projektion des Dreiecks 

FP'P^ nachdem es um P' P in die zu TT^ parallele Lage 
F^P'P gedreht ist, betrachtet werden; in der Figur ist dies 

angedeutet. 
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mit F den noch zu bestimmenden Schnittpunkt von N 
und 5, so enthält A DFE bei F den Winkel ^ oder 
das Supplement desselben. GF steht senkrecht einer- 
seits auf «1, da Wj auf der ersten projizierenden Ebene 
von s senkrecht steht, und andererseits auf s, da CF 




Fig. 60. 

in N liegt. Legt man also das Dreieck DFE um DE 
in TTi um, so bleibt der Punkt F bei dieser Bewegimg 
stets in der ersten projizierenden Ebene von s und fällt 
schliesslich in einen Punkt Fq von s\ Da CFq = CF 
ist, so hat man nur noch die Höhe des Dreiecks DE F 
zu konstruieren. CF gehört aber auch dem recht- 
winkligen Dreiecke SiS^S-i an und ist das von dem 
Punkte C der Kathete Si Si auf die Hypotenuse S^ Äg 
gefällte Lot. Um seine wahre Länge zu erhalten, legt 

man A 818^82 um Si8i in H^ um {8^8^ = 8i82 und 

_L 81 8i) und fällt von C das Lot CF"^ auf 8^8^, Dann 

macht man CFq = Ci^ und verbindet Fq mit Z> und -ß/. 

Haussner, Darstellende Geometrie. 8 
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Je nachdem der Winkel DFqE ein spitzer oder stumpfer 
Winkel ist, giebt er selbst oder sein Supplement den 
gesuchten Neigungswinkel tp beider Ebenen. 

Statt der gegebenen Ebenen benutzt man Parallel- 
ebenen, wenn die Spurpunkte der Schnittlinie beider 
Ebenen zu entfernt liegen. 

74. Aufgabe, Es ist der Neigungswinkel x 
einer Geraden g (g\ g") gegen eine Ebene 
£(61,62) zu bestimmen. 

Yon einem beliebigen Punkte P der Geraden g 
fällt man das Lot / auf die Ebene E. Der Winkel 99, 
welchen g und l einschliessen, ist das Komplement des 
gesuchten Neigungswinkels ;f ; man konstruiert daher 
zunächst cp (§ 72) und erhält dann x durch die Be- 
ziehung: ;f = 90^ — (p. 

Auch die Aufgabe des § 73 lässt sich auf § 72 
zurückführen, wenn man von einem beliebigen Punkte 
Lote auf die beiden gegebenen Ebenen fällt und 
beachtet, dass der von ihnen gebildete spitze Winkel 
gleich dem Neigungswinkel der beiden Ebenen ist. 

(Man zeichne sich für beide Fälle die zugehörigen 
Figuren !) 

Sollen die Spuren derjenigen Ebene, welche durch s 
geht und den Neigungswinkel in einem bestimmten 
Yerhältnisse teilt, gefunden werden, so hat man 
-^ DFqE zu teilen und den Punkt, in welchem die 
teilende Gerade DE schneidet, mit S^ zu verbinden; 
diese Verbindungslinie ist die erste Spur der gesuchten 
Ebene. 

75. Aufgabe, Die wahre Gestalt eines Drei- 
ecks ABC{A'B'G% A''B''G'') zu bestimmen. 

Zunächst bestimmt man die Spuren e^, e^ der 
Ebene E des Dreiecks (§57. ITO. 
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I. Die Dreiecksebene E steht senkrecht 
auf einer Projektionsebene, z. B. -L TTg , also 
e^ A.X (Fig. 61). Dann ist die zweite Projektion des 
Dreiecks eine in e^ liegende Strecke. Um die wahre 
Grestalt des Dreiecks zu erhalten, legt man E um e^ 
in TTi um. Hierbei beschreiben die Eckpunkte des 




Fig. 61. 

Dreiecks Kreisbögen, deren auf e^ senkrecht stehende 
Ebenen sich in die von A\ B% C auf e^ gefällten 
Lote projizieren und deren Mittelpunkte in den Fuss- 
punkten dieser Lote liegen. Die Radien dieser Kreis- 
bogen sind in der zweiten Projektion durch die Ab- 
stände der Punkte ^", B'\ C" von E^ direkt gegeben. 
Die weitere Ausführung der Konstruktion zeigt die 
Figur, wo ^Q Bq Co die wahre Gestalt des Dreiecks giebt. 
n. Die Ebene E des Dreiecks liegt beliebig 
gegen beideProjektionsebenen(Fig. 62). Man legt E 
entweder um e^ in TT, oder um e^ in TT2 um. Wählt 
man die erstere Umlegung, so empfiehlt es sich zu- 
nächst 62 umzulegen. Zu dem Zwecke benutzt man 
eine erste Fallinie ü, z. B. die durch die Ecke A 

8* 
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gehende (u' _L e^ durch Ä') und legt deren zweiten 
Spurpunkt Xlg um. Die Länge dieser ersten FaUinie 
zwischen ihren beiden Spurpunkten erhält man als 

Hypotenuse Ui U2 des um U^ U2 in TTj^ umgelegten 
rechtwinkligen Dreiecks U1U2U2. Dann trägt man 

Ui U2 auf U2U1 oder ihrer Yerlängerung von Ui aus 

ab bis U2 und erhält in ExUl die um e^ umgelegte 

zweite Spur e^. Auf e^ hat man nur die Abstände 













Fig. 62. 



der zweiten Spurpunkte der Dreieckseiten von E^ ab- 
zutragen , also z. B. Ex C2 = EjcCl, und die so um- 
gelegten zweiten Spuren mit den ersten Spurpunkten 

der Dreieckseiten zu verbinden, z. B. C'2 mit Ci, um 
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die umgelegten Dreieckseiten und damit in A^B^C^ die 
wahre Gestalt des Dreiecks ABC zu erhalten. — Man 
kann ^^auch dadurch erhalten, dass man A'A^A-u' zieht 
imd VL^A^ = A^A^ macht. Darauf verbindet man A^ 
mit J5| und C^ und bestimmt Bq 6q als Schnittpunkte 
dieser Geraden mit den von B\ C/ auf e^ ge- 
fällten Loten. 

Kontrolle: A^B^CP und A'B'C sind affine Drei- 
ecke und e^ die Affinitätsachse (§ 12); folglich müssen 
sich entsprechende Seiten z. B. A' B' imd A^ B^ auf e^ 
schneiden. Umgekehrt kann man auch die affine Verwandt- 
schaft zwischen A' B' (7 und A^ B^ C^ benutzen zur Kon- 
struktion des letzteren Dreiecks, da man die Affinitäts- 
achse e^ und die beiden entsprechenden Punkte Ug, 

U2 kennt. 

Drehang ebener Gebilde um eine Hauptlinie. 

76. Um für das in § 71 erwähnte zweite Ver- 
fahren noch ein Beispiel zu geben, soll die Aufgabe 
des vorigen Paragraphen nochmals gelöst werden, 
indem das Dreieck ABC um die durch den Eck- 
punkt A gehende erste Hauptlinie u parallel zu TJ^ 
gedreht wird; u ist die Schnittgerade der Dreiecks- 
ebene mit der durch A gelegten horizontalen Ebene E. 
Die Ecke C beschreibt einen Kreisbogen (Fig. 63), 
dessen Ebene _L u und dessen Grundriss daher das 
von C auf u' gefällte Lot ist (§ 61). FäUt man 
von C das Lot CE' auf E, so fällt E' mit C" zu- 
sammen und C"'E"(J_w'') giebt seine wahre Länge; 
fällt man femer von E das Lot auf w, welches u in F 
trifft {C'F'±u') imd dessen wahre Länge C F' ist, 
so erhält man den Kadius des von C beschriebenen 



118 III- Darstellung von Fnnkt, Gerade and Ebene u. 8. w. 

Kreisbogens als Hypotenuse CqF' des rechtwinkligen 
Dreiecks CEF=^ C^CF', dessen Katheten 

CE=^ CE" ^ CCS, FE^F'Cr 
bekannt sind. Nachdem man auf diese Weise Cj ge- 





' X 



funden hat, erhält man B^ als Schnittpunkt des 
von J5' auf u' gefällten Lotes mit der Geraden 
C^D'{D' = C'B' X u'), Ä'B'C und Ä'R^C's 
sind nämlich affin mit u' als Affinitätsachse (§ 12), 
und folglich müsseu sich B' C und ^ Cj auf w' 
schneiden. 

Diese Konstruktion beansprucht weniger Raum als 
die vorhergehende und erfordert nicht die Bestimmung 
der Spuren der Dreiecksebene. 
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Drehung um eine Achse, welche auf einer Pro- 
jektionsebene senkrecht steht. 

77. "Wird ein Punkt P um eine Gerade a als 
Achse gedreht, so beschreibt P einen Kreisbogen, 
dessen Mittelpunkt das von P auf a gefällte Lot ist 
und dessen Ebene senkrecht auf a steht. Da hier 
vorausgesetzt werden soll, dass die Achse a senk- 
recht zu einer Tafel, z. B. J_ TTi ist, so ist der Kreis 
derselben Tafel parallel, projiziert sich also auf TTi als 
Kreis und auf TTg als Parallele zu x. 

Sind a', a'' die Projektionen der Drehungsachse 
und soll P um den Winkel a gedreht werden, so 




Fig. 64. 



Fig. 65. 



dreht man (Fig. 64) zunächst 
Lage a'/o; Pq liegt dann in 
Vertikalen durch JFo mit der 
SoU die Strecke PQ um die 
gleichen Winkel gedreht werden, 
Endpunkt Q ebenfalls um den 
foÖo» P'oQf' die Projektionen 



a' P' um OL in die neue 

dem Schnittpunkte der 

Horizontalen durch P'\ 

gleiche Achse und den 

so dreht man den anderen 

Winkel a und erhält in 

der gedrehten Strecke. 
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Man kann dieses Yerfahren benutzen, um die 
wahre Länge einer Strecke PR{P' R% P'' R'') zu 
konstruieren, indem man PQ parallel TTg dreht. Zu 
dem Zwecke wählt man als Drehungsachse am besten 
die Vertikale durch einen ihrer Endpimkte (Fig. 64), z. B. 
durch i?, welcher dann bei der Drehung unverändert 
seine Lage beibehält. Die Lage des Punktes P nach 
ausgeführter Drehung erhält man, indem man a' P' \\x 
dreht nach a' P'^ und dann wie oben Pj bestimmt. 
P'^RÜ' ist dann die zweite Projektion der TTg parallel 
gedrehten Strecke und giebt mithin die wahre Länge 
von PR an. 

78. Wenn eine Ebene E(ci, eg) um die Achse a 
gedreht wird, bleibt ihr Schnittpunkt A unverändert 
(Fig. 65); die durch a gehende erste Hauptlinie u 
dreht sich in einer zu TTi parallelen Ebene lun A, 
u' dreht sich um -4', u" bleibt unverändert. Die erste 
Spurlinie \ bleibt erste Spur und behält denselben 

senkrechten Abstand Ea' von a\ Daher erfiält man e^ , 
indem man 

macht und diurch E^ die Senkrechte zu a^ Eq zieht. 

Den zweiten Spurpimkt ül der gedrehten Hauptlinie w® 

verbindet man mit El , um cj zu erhalten. — In der 

Figur 65 sind noch die Spuren -ei, e^ der zu TTg 
senkrecht gedrehten Ebene angegeben. 

Dreht man die Gebilde nacheinander lun ver- 
schiedene zu den Tafeln senkrechte Achsen, so kann 
man sie in jede beliebige räumliche Lage überführen 
und daher dieses Yerfahren benutzen, um ein Gebilde 
in eine günstige Lage zu den Tafeln oder umgekehrt 
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aus einer besonderen Lage desselben in eine beliebige 
allgemeine Lage überzuführen (vgl. § 97). 

Einführung nener Projektionsebenen. 

79. Die neue Projektionsebene TTg ist einer 
der alten Projektionsebenen, z. B. TTi parallel. 

Die neue Projektionsachse a^g = ^2 X TT3 ist dann 
der alten Achse a?i = TTi X TTg parallel imd die zweite 
Projektion eines Punktes bleibt unverändert, während 
der erste Tafelabstand sich ändert; derselbe verkürzt 
oder verlängert sich, je nachdem TTg und x^ über oder 
unter TTi und Xy^ liegen. Die neue Projektion (auf TTg) 
eines Punktes hat von x^ denselben Abstand wie 
seine erste Projektion von J\^. Die ganze erste Pro- 
jektion eines Q-ebildes erfährt daher in der Zeichen- 
ebene eine Parallelverschiebung, bei welcher sich jeder 
Punkt in einer Senkrechten zu x^ bewegt. 

Um diese unbequeme Yerschiebung nicht aus- 
führen zu müssen, behält man für die neue Projektion 
die alte Achse x^ bei und ordnet jedem ihrer Punkte 
den senkrecht über (oder unter) ihm liegenden Punkt 
der neuen Achse x^ zu, welche für die zweite Projektion 
benutzt wird. 

Beispiel. Der Schnittpunkt der ersten 

Spuren der Ebenen A(ai, flg) ^^^ B(^ij^2) ist 
unzugänglich; man soll ihre Schnittlinie s be- 
stimmen (vgl. § 64, in). Die Ebenen A und B 
(Fig. 66) schneiden die neue Achse oß^ ^ ^^^ Punkten 
Ax^ = Og X ^2 Î -ßSea "^ ^2 X ^2 j durch die senkrecht 
unter ihnen liegenden Punkte der alten Achse zieht 
man Og || % und h^ ^h^ als neue erste Spuren. 

Äg =« Og X ^3 ist dann der Spiu^unkt der Schnitt- 
geraden « in TTg; seine senkrechte Projektion auf TTi 
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fällt in der Zeiclinung mit AS3 zusammen; seine zweite 
Projektion *S5f liegt auf «2 . Folglich sind Si S^ und 
^2^3 die beiden Projektionen s% s'' von s. 



Fig. 66. 

80. Die neue Projektionsebene TT3 steht 
auf einer der alten Projektionsebenen, z. B. auf 
TT2 senkrecht, während sie gegen die andere, 
TTi beliebig geneigt ist. 

Als spezieller Fall hiervon kann die Einführung 
einer Seitenrissebene J_ TTi und TTg in § 44 an- 
gesehen werden. 

Yon den Schnittgeraden der drei Ebeneu 

Xi-niXHg, x,=TJ^xr{s, ^/^-HiXHs, 

steht die letztere auf den beiden ersteren senkrecht, 
während < (x^^ x^) gleich dem Neigungswinkel von TTg 
gegen TTi ist. Projiziert man (Fig. 67) einen Punkt P 
senkrecht auf die drei Tafeln imd seine Projektionen 
auf die drei Achsen, so ist 

p: p = p,^p' = p^p''' ^ p^. 

Legt man wieder, wie in § 44, die Tafel TTi um 
die Achse x^ und die Tafel TTg um die Achse x^ in 
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die mit der ZeichenebeDe zusammenfallende Tafel TTg 
um, wie die Pfeile in Figur 67 andeuten, so kommt 
die 2/-Achse wieder doppelt vor und die Punkte P', P'" 
liegen nach erfolgter ümlegung mit P" in den zu 
den Achsen x^^ x^ Senkrechten P^^ P^^ und P'^ Pj^ 
(Fig. 68*)). Man findet mithin P'^' aus P', P'' in 




Flg. 67. 



Fig. 68. 



ganz gleicher Weise wie in § 44. Figur 68 lässt die 
Konstruktion klar erkennen. P ist ein Punkt mit positivem, 
Q ein solcher mit negativem zweiten Tafelabstande; 



*) In den Figuren 67 und 68 sind im Interesse der 
Deutlichkeit nur die positiven (im Sinne des § 44) Teile 
der drei Achsen und die von ihnen begrenzten Felder der 
Projektionsebenen gezeichnet. — Die früher mit x^ z be- 
zeichneten Achsen sind hier mit x^^ x^ bezeichnet, um 
besonders bei Einführang weiterer Projektionsebenen leicht 
erkennen zu lassen, zu welchen beiden Ebenen jeder Achse 

gehört: a?, = TTj X TTa, », = TTa X H., a?3 = TT« X H^. 
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infolge dessen liegen P'' P'^' auf verschiedenen Seiten 
von x^] Q'\ Q'" auf derselben Seite von x^. Be- 
zeichnet man TTi als die wegfallende Ebene, so kann 
man sagen: Der Abstand der neuen Projektion 
eines Punktes von der neuen Achse ist gleich 
dem Abstände seiner wegfallenden Projektion 
von der alten Achse: 

P'^'P^^P'P^, 

Bei Benutzung dieser Regel ist das Zeichnen der 
y -Achse meistens unnötig imd deshalb bei dem folgen- 
den Beispiele unterlassen. 

Soll die neue Projektion einer Geraden gefunden 
werden, so bestinmit man die dritten Projektionen 
zweier Punkte der Geraden; die dritte Spur einer 
Ebene ist die Yerbindimg der Schnittpunkte von e^ 
mit y und e^ mit x^ (§ 54). 

Oft ist die Einführung einer vierten Projektions- 
ebene, welche auf TTg senkrecht steht und gegen TTj 
beliebig geneigt ist, vorteilhaft. Dann hat man nur für 

TT2 ? ^3 j T^4 ^^d ^2 Î ^3 = TTs X ^4 dieselben Be- 
trachtungen wie oben für TTi , TTg , TT3 und x^ , x^ 
durchzuführen. Man erhält P^^, indem man von P"' 
ein Lot {P'"P^ auf x^ fällt und auf demselben von 
P^ in richtigem Sinne P^'P^i^^ P^"^ P^) abträgt. 

Der gleiche Erfolg wie durch die aufeinander 
folgende Einführung zweier neuer Projektionsebenen 
hätte auch diu'ch eine Einführung einer einzigen, aber 
beKebig gegen TT^ und TTg gelegenen Projektionsebene 
erzielt werden können, doch würden die Konstruktionen 
weit mühsamer sich gestalten. Der obige Weg ge- 
stattet, in bequemer Weise zu beliebigen neuen Tafeln 
überzugehen. 
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81. Zweite Bestimmung des kürzesten Ab- 
standes MN der windschiefen Geraden ^r (^', ^r'') 
und h (h% h"), (Erste Konstruktion in § 70.) 

Man führt zunächst eine dritte Projektionsebene 
TT3 TTg und ! | g ein ; man wählt also (Fig. 69) eine beliebige 



^x. 







Ä: ^. 



Parallele zu g" als Achse x.^ = TTg X TT3 und be- 
stimmt g'" ^ h''\ indem man die dritten Projektionen 
je zweier Punkte der beiden Geraden (nach § 80) 
bestinunt. Da g'\ TT3 und der kürzeste Abstand 
MN\_g ist, so muss M''' N''' j _ g"' sein (§ 61). 
Hierauf führt man noch eine vierte Projektionsebene 
TT4__TT3 und .„^^ ein, d. h. man wählt eine beliebige 
Senkrechte zu g'^' als Achse a^ = TT3 X TT4 u^d bestimmt 
g^^ ^ h^^. Die vierten Projektionen aller Punkte von ^ 
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fallen in den Punkt A^^ zusammen, in welchem daher 
auch M^l liegt. Da TT4_L^, also parallel^dem kürze- 
sten Abstände MN und MN auch _\_ h ist, so muss 
M^^N^^ \_h^^ sein (§ 61). Es ist' daher M^^N ^^ 
das von A^^ = M^^ auf h^^ gefällte Lot, welches zu- 
gleich die wahre Länge des gesuchten kürzesten Ab- 
standes angiebt. Hierauf projiziert man den Punkt N^^ 
rückwärts nach N'^^ auf h^'^ und erhält in dem von 
iV' auf g'^' gefällten Lote die dritte Projektion von MN. 
Durch weiteres Rückwärtsprojizieren von M"'N'" findet 
man schüessüch W' N'' und MN\ 

In ganz gleicher Weise kann man die Aufgabe 
lösen, von einem Punkte ein Lot auf eine Gerade zu 
fällen (vergl. § 69, ni). 

Ein weiteres Beispiel für die Einführung neuer 
Projektionsebenen bietet § 98. 



lY. Abschnitt. 

EbenfläcMge Gebilde. 



Das n-Kant. 

82. Bei der n- kantigen körperlichen Ecke 
oder dem n-Kant stossen in einem Punkte S, dem 
Scheitel, n Strahlen (Kanten) und n diu'ch je zwei 
Strahlen bestimmte Ebenen (Seitenflächen) zusammen. 
Die Winkel, welche von den beiden Kanten jeder Seiten- 
fläche gebildet werden, heissen die Kantenwinkel oder 
Seiten, und die Winkel, welche von je zwei in einer 
Kante zusammenstossenden Seitenflächen eingeschlossen 
werden, die Flächenwinkel oder Winkel des w- Kants. 

Die Flächenwinkel müssen so gemessen werden, 
dass je zwei benachbarte auf derselben Seite der ge- 
meinsamen Seitenfläche liegen. Hat man also einen 
Flächenwinkel willkürlich unt^r den beiden Winkeln, 
welche die zugehörigen Seitenflächen bilden und welche 
sich zu 360^ ergänzen, ausgewählt, so sind die übrigen 
eindeutig bestimmt. Sind alle Flächenwinkel eines 
w-Kants kleiner als 180^, so heisst dasselbe ein kon- 
kaves w-Kant. Wenn sich die Seitenflächen eines 
solchen nicht durchkreuzen, so ist die Summe seiner 
Seiten stets kleiner als 360**; denn denkt man sich 
alle Seitenflächen des konkaven n-Kants in eine Ebene 
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ausgebreitet, so muss der an dem Scheitel S entstehende 
Winkel kleiner als 360® sein. 

Die von einem beliebigen Punkte <S im Innern 
eines konkaven w-Kants auf seine Seitenflächen gefällten 
Lote bilden die Kanten eines neuen konkaven w-Kants, 
welches als das Polar-n-Kant des ursprünglichen 
bezeichnet wird. Da aber auch die Kanten des ersten 
W-Kants auf denen des Polar-w-Kants senkrecht stehen, 
so kann auch das w-Kant S als das Polar-w-Kant von 

S angesehen werden. Ordnet man jeder Kante des 
einen w-Kants die auf ihr senkrechte Seitenfläche des 
anderen zu, so sind dadurch auch die Kanten- und 
Flächenwinkel der beiden w- Kante einander eindeutig 
zugeordnet. Aus dem Obigen erkennt man aber sofort, 
dass jeder Kantenwinkel eines der beiden 
ri-Kante den entsprechenden Flächenwinkel des 
anderen zu 180® ergänzt. 

Hieraus folgt in Yerbindung mit dem Satze über 
die Summe der Seiten eines w-Kants, dass die Summe 
seiner Flächenwinkel grösser als (w — 2) • 180® ist 

Das Dreikant. 

83. Die einfachste körperliche Ecke, welche über- 
liaupt möglich ist, erhält man für w = 3 in dem Drei- 
kante. Es liat für die Konstruktion der körperlichen 
Ecken von höherer Kantenzahl die gleiche fundamentale 
Bedeutung wie das Dreieck für die Konstruktion der 
Vielecke. Die sämtlichen Seiten und Winkel einas 
Dreikants setzt man stets kleiner als 180® voraus, was 
keine Beschränkung der Allgemeinheit bedeutet, da man 
Dreikante, für welche diese Voraussetzung nicht zutrifft, 
IQ einfacher Weise leicht in melirere der vorgedachten 
Art zerlegen kann. 
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Der Scheitel des Dreikants werde wieder mit 5 
bezeichnet, die Kauten mit a, è, c, die ihnen anliegenden 
Winkel (Flächen winkel) bezw. mit a, ^, y mid die 
ihnen gegenüber, liegenden Seiten (Kantenwinkel) mit 
A, B, r (also A = -< (6, c) u. s. w.). Nach den obigen 
Sätzen über die Summe der Seiten und Winkel eines 
w- Kants gelten für das Dreikant die Ungleichungen 

(1) 0<A + B + r<3600 

(2) I800<a + /Î + y < 5400 (=3 . igoo). 

Nimmt man noch ein sogenanntes Nebendreikant zu 
Hülfe, z.B. dasjenige, welches die Yerlängerung der Kante a 
über S hinaus mit den Kanten h und c bildet und 
welches also die Seiten A, 180 »— ß, 180<>— F be- 
sitzt, so ist nach der Ungleichung (1) auch 

A+ 1800— B + 1800— r<3600, 
d.h. 

(3) B + r>A, 

und analog findet man 

r + A>B, A+B>r. 

Stellt man diese Ungleichungen auch für das Polar- 

dreikant (A, B, f; a, /?, y) auf, so folgt aus B + r> A 
sofort 

1800—^+ 1800— 7 > 1800— a 
oder 

(4) ^-f^<1800+a 
und analog 

j; + a < 1800+ ^, ^ + /Î < I8OO+ y. 

Aus drei gegebenen der sechs Bestimmungsstücko 
(A, B, f; a, ^, y^ eines Dreikants können die übrigen 

Haussner, Darstellende Geometrie. 9 
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drei bestimmt werden. Es ergeben sich also sechs 
fimdamentale Aufgaben, je nachdem folgende Stücke 
gegeben sind: 

(I) A, B, r; (n) A, B, y; (HI) A, B, ^; 

(IV) A, /?, y; (V) a, ^, A; (VI) <t, ß, y 

Hierbei müssen die gegebenen Stücke den üngleichimgen 
(1) bis (4) entsprechend gewählt sein, damit die Aufgaben 
lösbar sind. 

Die drei letzten Aufgaben können unter Benutzung 
des Polardreikants auf die ersten drei zurückgeführt 
werden. Im Folgenden sind aber alle sechs Aufgaben 
direkt gelöst. 

84. Zur Lösung der beiden ersten Aufgaben be- 
achte man folgendes. Fällt man (Fig. 70) von einem 




--C 



beliebigen Punkte A der Kante a die Lote AB, A C, 
AA' auf die beiden anderen Kanten und auf die gegen- 
über liegende Seite A und verbindet die Punkte B imd C 
mit A\ so ist auch A^B_Lb, A^C_Lc, da b und c 
bezw. senkrecht auf den Ebenen ABA' und A CA' 
stehen. Dann ist < ABA' = ß^ < ACA'=^y und 
SA^ die senkrechte Projektion a' von a auf die Ebene 
der Seite A. Wenn man nun die Seite f um die 
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Kante b in dio Ebene der Seite A umlegt, so beschreibt 
der Punkt A bei dieser ümlegung einen Kreisbogen, 
dessen Ebene senkrecht auf b steht und dessen Eadius 
BA ist, und kommt also schliesslich in die Verlängenmg 
von A^B zu liegen. Legt man darauf noch die Ebene 
des rechtwinJdigen Dreiecks AA'B um A'B in die 
Seite A um, so erscheint der Kreisbogen, welchen der 
Pimkt A bei der früheren ümlegung um b beschrieb, 
in seiner wahren Gestalt als Kreis mit dem Mittel- 
punkte B und dem Radius BA. Das Analoge gilt für 
die Umlegung der Seite B um c und der Ebene des 
Dreiecks AA^ C um A' C in die Seite A. 

Legt man durch den Punkt A noch eine Ebene _La, 
so schneidet sie die anliegenden Seiten B imd f in 
den auf a ebenfalls senkrechten Geraden AP und AQ, 
welche den Winkel a einschliessen. Nun ist augen- 
scheinlich die Kante a _L P Q , und folglich ist auch 
a' als senkrechte Projektion von a auf A (nach dem 
Satze des § 61) _L PQ. Folglich liegt nach erfolgter 
Niederlegimg des Dreiecks PAQ um PQ in die Seiten- 
fläche A der Punkt A auf der Geraden SA^. Auf Grimd 
dieser Überlegungen sind die folgenden konstruktiven 
Lösungen der beiden ersten Aufgaben ohne weiteres 
verständlich. 

85. Aufgabe L Ein Dreikant aus seinen 
drei Seiten A, B, F zu konstruieren. 

Das Dreikant liege hier und bei den übrigen Auf- 
gaben mit seiner Seite A in der ersten Projektions- 
ebene TTi. Dann trägt man (Fig. 71) in TTi an b den 
Winkel {b | aj) = F und an c den Winkel (c Qq) = B an. 
Auf den Kanten «j , üq wählt man in willkürlichem Ab- 
stände von S die Punkte J,i, Aq so, dass SA^= SAq 
ist, und fäUt von ihnen auf die Kanten b und c dio 

9* 
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Lote A^B und AqC^ welche sich in dem Punkte Ä' 
schneiden. SA^ = a' ist dann die erste Projektion der 
Kante a. Hierauf enichtet man in A' ein Lot auf A^A^ 
und beschreibt um B mit dem Eadius BAj einen Kreis- 
bogen, dessen Schnittpunkt A^ mit dem in A' errichteten 
Lote man mit B verbindet; dann ist -< A'BA"^ der ge- 
suchte Winkel ß. In gleicher Weise findet man den 
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Winkel y = -^ A^CA^^ indem man um C mit CA^ 
einen Kreis konstruiei-t und seinen Schnittpimkt A^ mit 
dem Lote, welches in A' auf AqA' errichtet ist, mit C 
verbindet. Kontrolle: A'A^ = A'A^. A'A^ = A'A^ gibt 
den Abstand des Punktes A von TTi. 

Um noch a zu erhalten, errichtet man in A^ ein 
Lot auf aj", welches die Kante fe in P schneidet, imd 
in ^Q ein Lot auf Oq, welches c in Q schneidet. Die 
um P mit PA/[ und um Q mit QAq beschriebenen 
Kreise schneiden sich in .1^^, und es ist < PA^^Q = a. 
Kontrolle: PQA.a\ A*^^ muss auf a^ liegen. 
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Das Dreikant selbst erhält man, wenn man die 
Seiten B und F um c und h zurtickdreht, bis die 
Kanten a^ und aj zusammenfallend die Kante a bilden. 
Da dieses Ziu-ückdrehen in zweifacher Weise geschehen 
kann, wodurch die Kante a entweder oberhalb oder 
unterhalb TTi zu liegen kommt, so erhält man zwei 
symmetrische Dreikante, welche dieselben Seiten imd 
Winkel besitzen. Da die beiden Dreikante aber nicht 
wesentlich von einander verschieden sind, so fasst man 
sie nur als eine Lösiuig der Aufgabe auf. 

Auch aus der vorstehenden Konstniktion erkennt 
man, dass dieselbe niu* möglich ist, w^enn B + r> A 
ist (§ 83, (3)). Sind diese Ungleichungen erfüllt, so 
gibt es stets eine Lösung. 

86. Aufgabe 11. Ein Dreikant aus zwei 
Seiten A, B und dem eingeschlossenen Winkel y 
zu konstruieren. 




Fig. 72. 



Man legt (Fig. 72) A und B nebeneinander in TTi, 
fällt von dem willkürlich auf «q gewählten Pimkte Äq 
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das Lot AqC auf die Kante c und trägt an seine Ver- 
längerung in C den Winkel y an, dessen anderem 
Schenkel man die Länge CÄ^ = CAq zuerteilt. Der Fuss- 
punkt Ä' des von Ä^ auf ^C. gefällten Lotes bestimmt 
wieder a\ Von A^ zieht man hierauf die Gerade A'B senk- 
recht zu 6, errichtet auf letzterer in A^ das Lot A'A"^ = A^A^ 
und beschreibt mit BA^ um B einen Kjeis, welcher 
die Gerade A^B in A^ schneidet. Dann ist A^BA"^ 
der gesuchte Winkel ß und *^ BSA^ die gesuchte 
Seite r. Kontrolle: SA^ = SAq. 

Den Winkel a erhält man jetzt in genau derselben 
Weise wie bei der Aufgabe I. 

Die Aufgabe besitzt stets eine Lösung. 

87. Aufgabe IIL Ein Dreikant aus zwei 
Seiten A, B und dem der letzteren gegenüber 
liegenden Winkel ß zu konstruieren. 

Man lässt bei dieser Aufgabe stets diejenige Seite, 
welcher der gegebene Winkel anliegt, also hier wieder A, 
mit TTi zusammenfallen Denkt man sich jetzt von einem 
beliebigen Punkte C der Kante c die Lote CA, CB, CF 
auf die Kanten 6, c und die Seite F gefällt (vergl. Fig. 75 
auf Seite 138), so ist < CA F ==^ol und < CBF = ß. 
Ein in der Ebene der Seite f lun F mit dem Eadius F A 
beschriebener Kreis berührt die Kante a in dem Punkte A. 
Hieraus resultiert die folgende Konstruktion. 

(Fig. 73.) Man legt B um c in TTj um (<(ao'c) 
= B) und fällt von dem willkürlich auf c gewählten 
Funkle C die Lote CAq, CB auf die Kanten üq, b. 
An die Verlängerung des letzteren Lotes trägt man den 
fçegebenen Winkel ß an, dessen anderer Schenkel von 
dem Kreise mit dem Radius B C um B in C^ ge- 
schnitten wird, und fällt von C^ das Lot C^ F^ auf 
CB, Der Punkt F^ ist der mit der Seite F um- 



Das Dreikant. 135 

gelegte Fusspunkt F des von C auf sie gefällten Lotes. 
Konstruiert man nun das rechtwinklige Dreieck C^ F^Ä"^^ 
dessen Hypotenuse == CÄq ist, so ist dasselbe dem 
Dreieck CFA kongruent, und seine Kathete F^ A^ bestimmt 









1/ ^ / 



Fig. 73. 

den senkrechten Abstand F A des Punktes F von der 
Kante a. Man beschreibt also um F^ mit F^A^ einen 
Kreis; dann muss aj, d.i. die mit V umgelegte Kante a, 
diesen Kreis berühren. Folglich ist << (aj | ft) = F und 
<C^A^Fs = ^. KontroUe: SA^ = SA^^. 

Verlängert man A^ F^ bis zum Schnitt F mit è, 
so erhält man in der zu C P senkrechten Geraden a' 
die erste Projektion der Kante a. Den Winkel y 
schliesslich findet man wie in § 85. 

Da in dem in Figur 73 dargestellten Falle der 
KJreis um jPj die Kante h nicht schneidet, so liefert 

die zweite von S aus an ihn gezogene Tangente aj 
eine weitere Lösung; die gesuchte dritte Seite ist dann 

r == <^ (aj I h) und der an der Kante a liegende Winkel 
gleich dem Supplement des zur ersten Lösung ge- 
hörigen a. Der Kreis schneidet hier h nicht, weil 
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A > B angenommen, infolge dessen A^ Fj < BFj imd 
^ < 90 ist. 

Untersucht man die verschiedenen möglichen Fälle, 
so findet man: Die vorliegende Aufgabe besitzt 

2 Lösungen, wenn CB> CAq> C"^ F^ und gleichzeitig 

entweder A> B, ß<90^ 

oder A<B, ß> 90^ ist*); 
1 Lösung, wenn CB < CAq 

oder CB = CAq und gleichzeitig 

entweder A> B, ß <90^ 
oder A<B, ß>90^ 
oder A = B ist. **) 

In allen anderen Fällen lässt sich kein Drelkant aus 
den gegebenen Bestiinmungsstûcken konstruieren. 

88. Aufgabe IV. Ein Dreikant aus einer 
Seite A und den beiden anliegenden Winkeln 
ß, y zu konstruieren. 

(Fig. 74.) Denkt man sich durch einen beliebigen 
Punkt A der Kante a eine Ebene | A gelegt, so 
schneidet sie die Seite F in der durch A gehenden 
Haupthnie u\h und die Seite B in der Hauptlüiie v || c. 
Fällt man von den beliebigen Punkten R und K dieser 
Hauptlinien Lote auf A, welche diese Seite in den 
Punkten H'und K' treffen, so ist ER'= KK\ Legt man 
femer noch durch HR und ^Ä^'Ebenen, welche bezw. J_ 6, c 



*) In dem ersten Falle innss offenbar B <[ 90^ und in 
dem zweiten Falle B > 90^ sein. 

*♦) In den beiden ersten Folien ist A = 180°— B und 
B < bezw. > 90 ^ In dem dritten Falle ist auch a = /J; 
f (ir A = B = 90® muss auch a = /Î = 90 ° sein, und dann ist 
die Aufgabe unbestimmt. 
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sind und diese Kanten in den Punkten (?, J schneiden, 
so ist < HOH'=ß und < KJK'=y, wenn ß 
und y < 90® gegeben sind; anderenfalls ist ^ HG H' 
= 180 ö — ß, bezw. < KJK' = ISO» — y. Mithin 
gestaltet sich die Konstruktion folgendermassen. 




Fig. 74. 

Durch den beliebigen Punkt G von b zieht man 
eine Senkrechte zu 6, trägt in G den Winkel ß an den 
in das Innere von A gehenden Teil dieser Senkrechten 
an und zieht durch den auf seinem anderen Schenkel 
willkürlich angenommenen Punkt H^ eine Parallele zu b . 
H^H^G ist das Dreieck HH^G nach erfolgter Meder- 
legung inTTj . Die Gerade H'^H^ ist die erste Projektion u' 
der in A gelegenen Hauptlinie u. In gleicherweise erhält 
man die erste Projektion v^ der Hauptlinie v von B, 
wobei nur zu beachten ist, dass K^K^=H^W sein 
muss. Ä'=u'y^v' ist dann die erste Projektion des auf a 
liegenden Punktes A . Die durch 5j ( GH^ A.b und = G 11^) 
gezogene Parallele u^ zu b stellt die mit F nieder- 
gelegte Hauptlinie u dar; ihr Schnittpunkt Ä^ mit 
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dem von A^ auf die Kante h gefällten Lotes bestimmt 
a A und damit F = < (aj | 6). In gleicher Weise er- 
hält man B. Kontrolle: SAq^= SA^, Die Aufgabe 
hat stets eine Lösung. 

89. Zur Lösung der beiden letzten Aufgaben fälle 
man (Fig. 75) von einem beliebigen Punkte C der Kante c 




Fig. 75. 

die Lote GA^ CB^ CF auf a, 6, f und lege durch C 
die zu c senkrechte Ebene, welche von a und h in den 
Punkten P und Q geschnitten wird. Verbindet man 
noch die Schnittpunkte Z), E von PQ mit den Geraden 
A F imd BF^ so haben die beiden Dreiecke ACD und 
BGE die Höhe CF gemeinsam und besitzen bei C 
rechte Winkel; denn die Ebene SGP steht senkrecht 
sowohl auf der Ebene ^ CD als auch auf der Ebene 
PCD^ folglich ist die Schnittgerade GD beider Ebenen 
±_SGP und also GD ±GA mA ± GP. In gleicher 
Weise findet man, dass GE J_ GB und _L G Q ist. 
Legt man also A ^ GD um GD in die Ebene P G Q 
um, so fäUt AC in die Gerade P C, und legt man 
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A SCP um CP in dieselbe Ebene um, so fällt 
S C m die Gerade CD, Bei dem Umlegen von 
ABCE um CE und ASCQ um CQ in die Ebene 
PCQ fäUt BC in die Gerade CQ und ÄC in die 
Gerade CE. 

90. Aufgabe V, Ein Dreikant aus einer 
Seite A, dem ihr gegenüber liegenden Winkel a 
und dem ihr anliegenden Winkel ß zu kon- 
struieren. 

Man lässt TTi mit der Seite A und TTg , welche bei den 
beiden letzten Aulgaben mitbenutzt werden soll, mit der 
Ebene PCQ zusammenfallen; man sieht also eine be- 
liebige Senkrechte zu c, CQ als die Achse x an (Fig. 76). 
Dann konstruiert man A CBE^{CB±b, CE^\h, 
<^ CBE^ = ß\ trägt auf der zu x senkrechten Geraden 
die Strecke CE^ von C bis E nach oben ab und zieht EQ^ 
welche Gerade die zweite Spur der Seite F darstellt. Über 
der Höhe des Dreiecks BCE^, CF^ (welche gleich dem 
senkrechten Abstände der Seite F von C ist) als Ka- 
thete konstruiert man das rechtwinklige Dreieck CF^Ä^ 
mit dem Winkel CÄ^F^= a und zieht von S aus an 
den um C Äiit dem Radius CA^ beschriebenen Kreis die 
Tangente Uq (CAq _[_ Uq) ; dann ist <^ (a^ | c) = B . Dreht 
man nun die Seite B zurück, so beschreibt der Punkt 
Pq = ao X ^ einen Kreis um C, dessen Schnittpunkt 
mit EQ den zweiten Spurpunkt P der Kante a liefert. 
Die Verbindungslinie von P mit C ist die zweite Pro- 
jektion a'^ dieser Kante und SP^ {PP'j_x) ihre erste 
Projektion a'; ferner ist '^PCQ=y, — Um schliess- 
lich noch die Seite F zu erhalten, legt man die Kante a 
imi b in TJ^ um, indem man den Pimkt P umlegt 
(P^Pj J_6, QPj = QP)', dann ist < (aj\h) = F. 
KontroUe: SPj = SPq, 
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In dem in der Figur 76 dargestellten Falle schneidet 
der mit dem Eadius (^ Pq um C beschriebene Kreis 
die Gerade EQ noch in einem zweiten Punkte P^; 
verfährt man ffir diesen Punkt in gleicher Weise wie 
oben für P, so erhält man als zugehörige dritte Seite 

<^ (aj I b) = r^. Liegt P^ über der aj- Achse, so ergeben 
die drei Seiten A, B, F^, wie man leicht erkennt, aber 
ein Dreikant mit den "Winkeln 180® — a, ß] dasselbe 
ist daher keine Lösimg der vorliegenden Aufgabe. 




Fig. 76. 

Liegt der Pimkt P^aber unter der o:- Achse, so be- 
stimmen die drei zugehörigen Seiten A, B, F-' ein Dreikant 
mit den Winkeln a, 180® — ß] verlängert man hier 
jedoch die F^ gegenüber liegende Kante a^ über den 
Scheitel hinaus, so bestimmt diese mit b und c ein Drei- 
kant mit den gegebenen Stücken A, a, ß. 

Schneidet der um C mit CPq beschriebene Kreis die 
Gerade EQ nicht, so besitzt die Aufgabe keine Lösung. 
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Der Grenzfall, dass der Kreis die Gerade EQ nur be- 
rührt, tritt für a = 90 ^ ein und liefert nur eine Lösung. 
Diese Bemerkungen zeigen zugleich, wie man die 
Aufgabe löst, wenn a oder )8 >90^ sind, indem man 
zunächst für die Winkel' ISO»— a, bezw. 180« — ^ 
die obige Konstruktion durchführt. Die Aufgabe hat 

2 Lösungen, wenn CB<, CÄq< CS und gleichzeitig 

entweder a> ß, A> 90« 
oder a<^, A < 90« ist; 
1 Lösung, wenn CB^ CAq 

oder CB= CAq und gleichzeitig 

entweder a > /S, A > 90« 
oder 0L<ß, A<900 
oder (x. = ß ist. 

91. Aufgabe VI. Ein Dreikant aus seinen 
drei Winkeln a, ß^ y zu konstruieren. 

Denkt man sich das Dreikant wieder in derselben 
Lage zu den beiden Projektionsebenen wie bei der 
vorigen Aufgabe, so gestaltet sich die Konstruktion 
folgendermassen. In einem beliebigen Punkte C der 
Achse X trägt man den Winkel y {= -^ FCQ) an und 
zieht durch C eine Senkrechte zu x, welche die Kante c 
vorstellt und auf welcher der Scheitel S liegen muss. Statt 
aber (Fig. 77) einen beliebigen Punkt auf c als Scheitel S zu 
wählen, nimmt man einfacher auf der Verlängerung von c 
über C hinaus den Pimkt E willkürlich an, woraus sich dann 
die zugehörige Lage von S ergibt. Über CE konstniiert 
man das rechtwinkUge Dreieck ECB^ (< EB^ C = ß), 
welches dann das um CE in TTg umgelegte Dreieck ECB 
ist. Die Höhe CF"^ dieses Dreiecks gibt also den senk- 
recliten Abstand des Punktes C von der Seite F und zu- 
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gleich die üöhe des Dreiecks A CD, Letzteres, um CD 
in TT2 umgelegt, erhält man, indem man a an CP so an- 
trägt, dass der freie Schenkel von a den mit CF^ um C 
beschriebenen Kreis berührt und CD _L CP (vergl. § 89) 
zieht. Durch die beiden Punkte D imd E ist jetzt die 
Gerade bestimmt, in welcher TTg von der Seite F ge- 
sclinitten wird; die Punkte P, Q, in denen die Schenkel 
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von y diese Gerade sclmeiden, sind die zweiten Spur- 
punkte der Kanten a, 6. Um nun S und A zu finden, 
hat man nur über (7Q als Kathete das rechtwinklige 
Dreieck SCQ, dessen Höhe CB = CB^ ist, zu kon- 
struieren. Projiziert man noch Pauf ic, so ist P' S ^=^ a'. 
In gleiclier Weise liefert A /^/^/^ (< r= 90^, Höhe 
C Aq = CA^) die in TTj umgelegte Seite B. Die 
Hypotenusen der beiden Dreiecke bestimmen zugleich 



Das Dreikant. 143 

die Längen der Kiinten a, b zwischen den beiden Pro- 
jektionsebenen. Kontrolle : CS = C Sq, 

Die Seite F erhält man. durch Umlegen des Drei- 
ecks PSQm n^: PSqq==PSq. QSqo=QS mid 
folglich < P A^oo <? = r. 

Für die Konstruktion ist es gleichgültig, ob y <C 
oder > 90^ ist; wenn also einer der drei Winkel nur 
stumpf ist, so empfiehlt es sich, diesen als < 7 zu 
nehmen. Sind zwei Winkel stumpf, so ist es am ein- 
fachsten, den spitzen Winkel als *^ 7 zu nehmen und 
das durch Yerlängerung der Kante e des gesuchten 
entstehende Nebendreikant mit den Winkeln 7, 180 ^ — a, 
180^ — ß zu konstruieren, dessen y gegenüber liegende 
Seite gleich dem gesuchten F , dessen andere Seiten 
gleich 1800— A, 180^—6 sind. Sind alle drei 
Winkel stumpf, so kann man einen beliebigen als y 
wählen und konstruiert dann ebenfalls das Nebendreikant. 

Die soeben gegebene Konstruktion löst zugleich 
die Aufgabe: Es soll die Ebene bestimmt werden, 
welche mit zwei ihrer Lage nach gegebenen 
Ebenen A und B die Winkel a und ß ein- 
schliesst. Durch die Methoden der §§ 79 und 80 
kann man es stets erreichen, dass eine dieser Ebenen, 
z. B. A, Projektionsebene wird. 

92. Die in den vorstehenden Paragraphen konstruktiv 
gelösten Aufgaben lehrt die sphärische Trigono- 
metrie auf dem Wege der Rechnung zu lösen. Schneidet 
man nämlich ein Dreikant durch eine um seinen Scheitel 
beschriebene Kugel, öo entsteht auf ihrer Oberfläche 
ein sphärisches Dreieck, dessen Seiten und Winkel 
durch diejenigen des Dreikants gemessen werden. In 
der That lassen sich aus der Figur 71 die Gnmdformeln 
der sphärischen Trigonometrie leicht ablesen, wenn man 
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noch in derselben die Linien BDJ^c, CEA-h und 
A^A\ Ä^ A' bis zu den Punkten F^ Q verlängert. 
Dann ist <A'BF=^A'GQ= A. Die Kugel be- 
sitze den Eadius SA^ = SA^ , welcher der Einfachheit 
halber als Längeneinheit gewählt werde. Aus den 
Relationen A'A^ = A'A^ , SB=^ SE+ QA\ BD=^ BF 
+ A^Cj CE= CO + A'B ergeben sich, wenn man die 
einzelnen Strecken durch sin und cos von A, B, F, ^, y 
ausdrückt, die Grundformeln: 

(1) sin B : sin r = sin j8 : siny , 

(2) cos r = cos A cos B + siii A sin B cos y , 

(3) cos r sin A = sin B cos y + cos A sin F cos /ff, 

(4) cos B sin A = sin r cos /Î + cos A sin B cos y . 

Diese Andeutungen mögen hier genügen, da dieser 
Weg noch in den meisten Lehrbüchern der sphärischen 
Trigonometrie eingeschlagen ist, trotzdem er nicht der beste 
ist. Denn da für die Konstruktionen des Dreikants alle 
Seiten und Winkel < 180^ vorausgesetzt waren, so 
ergibt sich auf diesem Wege die Gültigkeit der Formeln 
nur für sphärische Dreiecke, deren Seiten und Winkel 
ebenfalls < 180® sind, während sie auch für Dreiecke, 
welche diese Bedingung nicht erfüllen, gültig sind. 

Darstellnng von Yielflachen. 

93. Unter einem Vielflach oder Polyeder 
versteht man bekanntlich einen Körper, dessen Ober- 
fläche von lauter ebenen Vielecken, den Seiten- 
flächen, gebildet wird. Je zwei dieser Vielecke 
stossen ' mit zwei Seiten in einer Kante zusammen, 
von deïien wieder drei oder mehr (und also ebensoviele 
Seitenflächen) in einer Ecke zusammenstossen. Die 
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Darstellung eines Yielflachs kommt also auf die Dar- 
stellung der Ecken und Seitenflächen und also in letzter 
Linie wieder auf die Konstruktion von Dreikanten und 
Dreiecken hinaus. 

Projiziert man ein Yielflach auf eine Ebene, so 
liegen auf jedem projizierenden Strahle, welcher das 
Yielflach durchschneidet, ein sichtbarer und ein (oder 
mehrere, falls das Yielflach nicht nur konkave Ecken 
besitzt) unsichtbare Punkte seiner Oberfläche. Yon allen 
diesen Punkten besitzt der sichtbare Schnittpunkt den 
grössten Abstand von der Projektionsebene. Derjenige 
auf dem Yielflache gelegene Linienzug, längs dessen die 
projizierenden Strahlen dasselbe nur streifen, heisst der 
wahre ümriss und seine Projektion der scheinbare 
Umriss des Yielflachs. (Yerl. § 34.) Dieser von Konten 
des Yielflachs gebildete Linienzug kann aus einem oder 
mehreren*) Teilen bestehen. Soweit der wahre üm- 
riss einem in der Kichtung der Projektionsstrahlen 
blickenden Beschauer nicht durch vorliegende Flächen- 
teile verdeckt ist, büdet er für ihn zugleich die Grenze 
des sichtbaren Teües der Oberfläche des Yielflachs. 

Sind mehrere Projektionsebenen, Tï^ TT, u. s. w., 
vorhanden, so spricht man von einem ersten, zweiten, . . . 
wahren bezw. scheinbaren umrisse. Die im Grundrisse 
bezw. Aufrisse nicht sichtbaren Kanten sind in den 
folgenden Figuren punktiert (entsprechend den Fest- 
setzungen in § 29). 

94. Aufgabe, Ein senkrechtes dreiseitiges 
Prisma ist nach folgenden Angaben zu zeichnen: 
Das Prisma ruht mit einer Ecke auf TT^; von 



*) Z. B. bei einem vierseitigen Prisma, ans welchem 
ein dreiseitiger prismatischer Kern herausgeschnitten ist. 

H an ssner, Darstellende Geometrie. 10 
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seiner oberen Endfläche ist der Eckpunkt 
Ä {A\ A!^ und die erste Projektion A\ B\ C ge- 
geben, während seine zweite Projektion einem 

/s -^ /s 

gegebenen Dreiecke Ä^ B, G ähnlich sein soll. 
Um zunächst Ä'B" C^' zu konstruieren, ziehe man 
die Linie A! Ä'^ welche die Seiten B' C in M! und die 
entsprechende Seite B'^ C in M" schneidet, und beachte, 
dass B'W :M'C'= B''M'' : M'' C' sein muss. Da nun 

A A''B'' C''<^AABC^Qm soU, so muss dem Pimkte M'' 

ein Punkt M auf BC entsprechen, für welchen sich 

verhält: BMiMC = B''M'' : M'' C' und folglich auch 

BM:MG=B'M':ArC\ — Man teüt also (Fig. 78) 

die Seite BC durch den Punkt M in dem angegebenen 

Yerhältnisse und zeichnet dann A A''BC ^ A ABC, 

so dass A''M{= AM) auf die Linie A'A'' fäüt und 

i?', B auf der gleichen Seite von A^A^^ liegen. J9'', C" 
sind dann die Schnittpunkte der Yertikalen durch B\ C 

mit A^'B, bezw. A^' C, — Eine zweite (in der Figur 
nicht gezeichnete) Lösung würde man erhalten, wenn 

man das zu /\ A^^BC in Bezug auf eine Horizontale 
durch A^^ symmetrische Dreieck zeichnet und dann wie 
vorhin die Punkte B^^, C bestimmt. 

Da die Seitenkanten auf den Grundflächen senk- 
recht stehen sollen, so müssen ihre Projektionen auf 
den gleichnamigen Spuren der Ebene ABC (§ 68) 
senkrecht stehen. Statt der Spiu-en benutzt man be- 
quemer eine erste und eine zweite Hauptlinie w, v (w'' |' «, 
v^"x) und zieht dann durch ^', 5', C Senkrechte zu 
u\ durch A^^, B^\ C'^ Senkrechte zu v'\ Von den drei 
Eckpunkten der oberen Endfläche liegt B am nächsten TTi , 
da B" der Achse näher liegt als A!^ und C; folglich ist 
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der Punkt E^ in welchem die durch B gehende Kante TTi 
schneidet, der in TTi liegende Eckpunkt der unteren 
Grundfläche. jE"' ist also der Schnittpimkt von x mit 
der durch B^^ gezogenen Senkrechten zu v^\ Da die 




fz?=^ 



^'4- 



untere Grundfläche DEF der oberen kongruent ist, so 
kann man jetzt die Projektionen von DEF ohne weiteres 
zeichnen. B'C'F'D'E ist der erste und A'' B'' E'' F'' C' 
der zweite scheinbare ümriss. 

10* 
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95. Aufgabe, Es soll eine regelmässige 
Pyramide, deren Grundfläche ein regelmässiges 
Sternfünfeck ist, gezeichiiet werden. Die 
Grundfläche soll in der Ebene E (e^, e^ und 
die Spitze in TTg liegen; ferner sind noch 
die ersten Projektionen des Mittelpunktes M 
und eines Eckpunktes Ä der Grundfläche 
gegeben. 

(Fig. 79.) Mit Hülfe von ersten Falllinien u (m' -L e^) 
durch M und A bestimmt man zunächst ihre zweiten 
Projektionen M'\ A!' . Darauf legt man E in TTi um 
(§ 75, II), indem man M umlegt {WM^ = M^^M" und 
_LJf'Ui, ifj Ui = i/^Ui) und bestimmt Aç^ als affinen 
Punkt zu A' (mit e^ als Affinitätsachse imd senkrecht 
zu e^ gerichteten Affinitätsstrahlen. In der umgelegten 
Ebene konstruiert man mm das regelmässige Sternfünf- 
eck, dessen Mittelpunkt M^ ist und dessen einer Eckpunkt 
in A^ liegt (Ä: == Kreis um M^ durch Jq ; A^^B^^ C^^D^^ 
Eq sind die Ecken des dem Kreise k einbeschriebenen 
regelmässigen Fünfecks). Hierauf konstruiert man 
die erste Projektion des Stemfünfecks, A'B'C'D'E\ 
als affine Figiu- zu AqBqCqDqEq (z.B. ^o^o ^d E'M' 
schneiden sich auf x, EqE^A-x) und bestimmt dann, 
wie oben, B'', C'\ D'\ E'\ Die Höhe h der Pyramide 
steht in M auf E senkrecht, folglich ist Ä'_Lci, Ä"_Le2 ; 
da die Spitze S in TTg liegen soll, so ist à''= Ä' X ^• 

In der Figur sind, der grösseren Übersichtlichkeit 
wegen, die Kanten nur so weit gezeichnet, als sie sichtbar 
sind. Hier liegt der Fall vor, dass der wahre ümriss durch 
davor liegende Flächenteile zum Teil verdeckt ist; so 
gehört z. B. die Kante A S sowohl dem ersten als dem 
zweiten wahren ümriss an, ist aber bei beiden nur 
teilweise sichtbar. 
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96. Aufgabe. Ein regelmässiges Yierflach. 
von gegebener Kantenlänge s zu zeichnen. 

Dasselbe wird von vier kongnienten gleichseitigen 
Dreiecken gebildet und besitzt vier dreiseitige Ecken. 
Jede Ecke liegt über dem Mittelpimkt der gegenüber- 
liegenden Seitenfläche. 

I. Die Seitenfläche ABC liegt in TTi. (Fig. 80.) 
Ihr Mittelpunkt ist dann die Projektion D' der vierten 




Fig. 80. 



Ecke jD. Die Höhe h von D über ABC \m^ damit 
DxT)" ergiebt sich als Kathete eines rechtwinkligen 
Dreiecks, dessen Hypotenuse gleich s und dessen andere 

Kathete gleich AI)' = - der Höhe einer Seitenfläche, 

also gleich '-}3 ist. Da yl2)'_L 56'ist, so folgt, dass auch 
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ADA_BC ist; zwei gegenüber liegende Kanten des 
regelmässigen Yierflachs sind mithin senkrecht zu 
einander gerichtet. 

IL Das Yierflach der Figur 80 sei um die Kante BC 
gedreht, bis die Kante ^ D 1 1 TTi ist. Dann ist, da,AD_LBC 
ist, auch Ä'D'±BC(¥ig. 81); ferner halbieren sich BC 
und Ä^D^ gegenseitig. Hierdurch ist der Grundriss be- 
stimmt. A"I)" ist II ic, und man kann leicht den Aufriss 
zeichnen, wenn man noch den senkrechten Abstand d der 
Kanten AD und BG voneinander kennt. Da die Mittel- 
punkte beider Kanten senkrecht übereinander liegen, 
so ist ihr Abstand d gleich der Kathete eines recht- 
winkligen Dreiecks, dessen Hypotenuse gleich der Höhe 

~ ys^ einer Seitenfläche und dessen andere Kathete 

^ s 

gleich — ist. 

97. Aufgabe, Ein regelmässiges Achtflach 
von gegebener Kantenlänge 5 zu zeichnen. 

Dasselbe wird von acht kongruenten gleichseitigen 
Dreiecken gebildet, von welchen je vier in einer Ecke 
zusammenstossen; es hat also sechs Ecken und zwölf 
Kanten. Die Endpunkte der von einer Ecke ausgehenden 
Kanten bilden, da sie gleich weit von der Ecke ent- 
fernt liegen und gleiche Ayinkel miteinander einschliessen, 
die Ecken eines Quadrates, dessen Seiten wieder vier 
Kanten des Achtflachs sind. Folglich liegen je vier der 
seclis Ecken des Achtflachs in den Eckpunkten dreier 
Quadrate, deren Ebenen aufeinander senkrecht stehen. 

Sind zwei dieser Ebenen parallel zu TTi und TTg , so 
erhält man als Projektionen des Achtflachs zwei Quadrate 
mit der Seite s, deren Diagonalen _L bezw. || a; sind; 
die Eckpimkte derselben sind die Projektionen von vier 
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Ecken des Achtflachs, während die beiden übrigen Ecken 
sich in die Mittelpunkte der Quadrate projizieren (Fig. 82 *). 
Dreht man nun das Achtflach um die zu 172 senkrechte 
Diagonale DF um den Winkel a, so erscheint C^'E" 
(Fig. 82**) um den Winkel a gegen seine frühere horizon- 
tale Lage geneigt; nach § 77 kann man dann leicht die 
neue Lage des Achtflachs erhalten, wie sie Fig. 82** zeigt. 
Dreht man dann nochmals das Achtflach um eine durch 
seinen Mittelpunkt und _L TTi gelegte Achse è(6"_Lx) 
um den Winkel ß^ so erhält man das Achtflach in be- 
liebiger Lage zu TTg , während es zu TTi noch die 




Fig. 82 a, b, c und d^ 



spezielle Lage hat, dass seine Diagonalebene ^(7jB-Ê7_LTTi 
ist (Fig. 82*^). Deshalb nimmt man noch eine Drehimg 
um eine durch gehende und zu TTg senkrechte 
Achse c (c' _L ») um den Winkel y vor und erhält dann 
das Achtflach in allgemeiner Lage zu beiden Projektions- 
ebenen (Fig. 82«*). 

Wählt man a und ß so, dass tang a = 1 , tang ß 

= y 2 ist, so bilden in der Figur 82® die zweiten 
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Projektionen der Kanten ein regelmässiges Sechseck 
und die beiden ihm einbeschriebenen gleichseitigen 
Dreiecke. 

98. Aufgabe, Es ist ein Würfel von gegebener 
Kantenlänge s zu zeichnen. 

Die sechs kongruenten Quadrate, welche die Ober- 
fläche des Würfels büden, stossen zu je dreien in den 
acht Ecken desselben zusammen ; die sämtlichen Flächen- 
winkel des Würfels sind also gleich 90^. 

Ist der Würfel mit zwei seiner Flächen parallel zu 
TTj und TTg gestellt, so sind seine beiden Projektionen 




Fig. 88. 



Quadrate mit der Seite s. In der Figur 83 ist ausser- 
dem noch angenommen, dass die Würfelfläche AB CD 
in TTj liegt; jede Seite dieses Quadrates ist die Projektion 
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einer Seitenfläche (z.B. AB die Projektion von AB FE) 
und das ganze Quadrat zugleich die Projektion der 
oberen Endfläche EFOH, Das Analoge gilt für die 
zweite Projektion. 

Um die Projektionen des Würfels in allgemeiner 
Lage zu erhalten, werde hier das Yerfahren der Ein- 
führung neuer Projektionsebenen angewendet. Zuerst 
werde eine unter dem Winkel a (^î = TTi X TT3 1 
<t (x I x^ = a) gegen TTg geneigte und auf TTi senk- 
recht stehende diitte Projektionsebene eingeführt und 
nach § 80 die dritte Projektion des Würfels konstniiert 
Eine vierte Projektionsebene sei unter dem Winkel ß 
gegen TTi geneigt und J.TT3 [x^ =174 X TTg , <{x^ \^)=^ß)] 
eine fünfte Projektionsebene sei unter dem Winkel y 
gegen ITg geneigt und _L TT4 {x^ = TT5 X "^4, < (a^ | a^) 
= y\ Während der Würfel gegen TT3 noch in der 
besonderen Lage sich befindet, dass zwei seiner Flächen 
_L TT3 sind, liegt er zu TT4 bereits in allgemeiner Lage 
und ebenso zu TTg . 

Durch passende Wahl der Winkel a, ^, y kann 
man jede beliebige Stellung des Würfels zu TT4 und TT5 
erzielen. Wählt man z. B. Hg M GGE, Ti^ ± A'" G''\ also 

x^\AC, x^±Ä''0"\ was tanga = l, tang ^8 = y2 ent- 
spricht, so bilden die vierten Projektionen der Würfel- 
kanten die Seiten und die Radien eines regelmässigen 
Sechsecks, in dessen Mittelpunkt die vierten Projektionen 
von A und O zusammenfallen (s. Fig. 89 auf S. 168). 
Bei dem Achtflach und dem Würfel würde es 
keine Schwierigkeiten geboten haben, ihre Projektionen 
sofort für eine beliebige Stellung der Körper zu den 
Projektionsebenen zu entwerfen. Bei komplizierter ge- 
bauten Körpern dagegen empfiehlt es sich, dieselben 
zunächst in die möglich günstigste Lage zu den beiden 
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Projektionsebenen zu bringen und dann eines der beiden 
vorstehend benutzten Verfahren anzuwenden, um ihre Pro- 
jektionen in allgemeiner Lage zu erhalten. Beide Verfahren 
sind, wie die vorstehenden Beispiele zeigen, einander 
gleichwertig; welchem man im gegebenen Falle den Vor- 
zug gibt, hängt von dem darzustellenden Körper ab. 

99. Aufgabe, Es ist das regelmässige 
Zwanzigflach von gegebener Kantenlänge s zu 
zeichnen. 

Von den zwanzig kongruenten gleichseitigen Drei- 
ecken, welche das Zwanzigflach bilden, stossen je fünf 
in einer der zwölf Ecken desselben zusammen. Die 
Endpunkte der von einer Ecke ausgehenden Kanten 
liegen augenscheinlich in den Eckpunkten eines regel- 
mässigen Fünfecks, dessen Seiten wieder Kanten des 
Zwanzigflachs sind, und zwar gehören je zwei ver- 
schiedenen Seitenflächen an. Dieses Fünfeck werde kurz 
das zu der Ecke gehörige Fünfeck genannt. Die zwölf 
Ecken des Zwanzigflachs liegen, wie in der Stereometrie 
gezeigt wird, zu je zweien auf sechs Achsen, welche 
sich im Mittelpunkte M des Körpers gegenseitig halbieren ; 
die Kanten, welche von den beiden auf einer Achse 
gelegenen Ecken ausgehen, sind paarweise einander 
parallel und die von ihren anderen Eckpunkten ge- 
bildeten Fünfecke liegen in parallelen Ebenen, sind aber 
um 180® gegeneinander gedreht. 

Das Zwanzigflach (Fig. 84) stehe mit der Achse AD 
senkrecht auf J\^ . Die Endpunkte der von A , bezw. D 
ausgehenden Kanten seien mit jÖ^ , . . . , Z^ , bezw. 
6\ , . . . , Gj in der Weise bezeichnet, dass zwei Punkte 
mit gleichem Index auf derselben Achse liegen. Nach dem 
Obigen sind dann die Ebenen der beiden zu A und D 
gehörigen Fünfecke B^^ . . . , B^ und C^^ . . . , Q " TTi ; 
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ihre ersten Projektionen sind daher regelmässige Fünf- 
ecke mit der Seitenlänge 5, deren Eckpunkte sich dia- 
metral gegenüber liegen. Der Mittelpunkt des Fünfecks 
liegt in dem Punkte A, in welchem sich auch D pro- 




jiziert. Die Seiten des von den Ecken beider Fünfecke 
gebildeten regelmässigen Zehnecks sind ebenfalls die 
Projektionen von Kanten des Zwanzigflachs. Bi Ci ist 
_L X gezeichnet; d h. die beiden Achsen AD und Bi(\ 
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liegen in einer Ebene _L x. Durch diese Annahme ge- 
staltet sich die Konstruktion am einfexîhsten. 

Um nun den AuMss zeichnen zu können, ist es 
nur nötig, die Lage eines Punktes B'^ und eines 
Pimktes C zu bestimmen. Nun ist ÄB[ JL B^B^^ und 
5^ ^4 1 1 TTi , folglich ist auch AB^A_B^B^^ d. h. jede 
von einer beliebigen Ecke ausgehende Kante steht senk- 
recht auf der gegenüberliegenden Seite des zu der 
Ecke gehörigen Fünfecks. Zu der Ecke B^ gehört nun 
das Fünfeck B^C^ C\ B^A\ mithin ist auch B^Cr^A-B^Ä, 
Femer liegen beide Kanten in zu a; senkrechten Ebenen, 
und folglich ist B^ A unter demselben Winkel gegen TTi 
geneigt, wie die zu ihr senkrechte Etante B^ C^ gegen 
die zu TTi senkrechte Ebene TT2. Hieraus folgt aber, 
da beide Linien gleiche Länge haben, dass B[A = B^C^' 
und B['A'' = Bi Ci ist. 

Auf der Vertikalen durch B[ trägt man also von 
ihrem Schnittpunkte mit x, A" aus die Länge BfiCi, ab 
imd erhält so den Punkt B[\ Auf der Horizontalen durch By 
liegen die Punkte B^ ^ ..., Bi,\ Senkrecht über B^ im 
Abstände B[A liegt der Punkt €[' und auf der durch 
ihn gehenden Horizontalen liegen €2% ..., Cg'. 7)'' liegt 
ebenso hoch über der C"'- Horizontalen als A unter der 
.B"- Horizontalen, da aDe Ecken gleich weit von den 
Ebenen der zu ihnen gehörigen Fünfecke entfernt liegen. 

Kontrolle: M'' halbiert die Projektionen der sechs 
Achsen J.''2>", B[' C[\ ..., B^' C^'. Diametral gegen- 
über liegende Kanten müssen einander parallel sein. 

100. Um komplizierter gebaute Körper in schiefer 
Parallelprojektion darzustellen, benutzt man mit Vorteil 
ihren Grundriss und Aufriss. 

Figur 85 zeigt das Zwanzigflach in schiefer Parallel- 
projektion. Damit die Konstruktion möglichst einfach 
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wird, sind beide Projektionsebenen parallel zu sich 
verschoben gedacht, so dass Grundriss und Aufriss 
in genau derselben Lage wie in Figiu* 84 zu einander 
bleiben, die Projektionsachse jetzt aber mit B'iB'^ 
zusammenfällt. 




Fig. 85. 



In Figur 85 sind die ersten Projektionen der zw^ölE 
Ecken des Zwanzigflachs in ihrer Lage zu der neuen 
05 -Achse gezeichnet; bei den B fehlt der obere Accent, 
da das ^-Fünfeck jetzt in TTi liegt, Ä hat ihn dagegen 
bekommen , da die zugehörige Ecke jetzt unterhalb TTj liegt. 
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Hierauf sind dann die schiefen Projektionen Bf^ . . . , ^5 , 
Ci, . . ., (^5 ; A = D dieser Punkte konstruiert (§32; 
z.B. B^B^±x, <{BlB^\x) = 160^, < B^BlB^= 90^). 

Die Punkte Bl, . . . , Bl geben bereits die schiefe Pro- 
jektion des 5- Fünfecks; diejenige des C- Fünfecks er- 
hält man, wenn man auf den Vertikalen durch C^ , . . . , Tj 
den Abstand der Ebenen beider Fünfecke, welchen man 
aus dem Aufrisse = B^ Ci' entnimmt, abträgt. Die Eck- 
punkte Ä^ und D* müssen auf der durch Ä gehenden 
Vertikalen liegen, und zwar ist ÄA^ = B['Ä" und 

ÄI> = B{'D'\ 

Kontrollen: Die Mittelpunkte der Fünfecke J9f, . . ., Bl^ 

C,*, . . ., Cl und der Mittelpunkt M^ des Zwanzigflachs 
müssen auf A^D" liegen; Ms muss jede der sechs 
Achsen halbieren; diametrale Gegenkanten sind parallel. 

101. Aufgabe, Es ist das regelmässige 
Zwölfflach von gegebener Kantenlänge s zu 
zeichnen. 

Das Zwölfflach wird von zwölf kongruenten regel- 
mässigen Fünfecken gebildet, welche zu je dreien in 
zwanzig Ecken zusammenstossen. 

Das Zwölfflach stehe mit der Seitenfläche A^... A^ 
auf TTi . Die Endpunkte B^^ . . . , B^ der von den 
Punkten A ausgehenden Kanten liegen ebenfalls in den Eck- 
^nkten eines regelmässigen Fünfecks, dessen Ebene | TTi 
ist, da die Kanten A^B^, . . . , A^B^ gegen das Fünf- 
eck A^ . . . A^ gleich geneigt sind. Die zu ^^ . . . ^^ 
parallele Seitenfläche D^ - - - I^^ ist um 180^ gegen 
A^ . . . -^5 gedreht, und die Endpunkte C^, . . ., Q 
der von den Punkten D ausgehenden Kanten büden 
ein dem jB- Fünfeck kongruentes regelmässiges Fünfeck, 
welches auch [| TTj ist. Die Mittelpunkte dieser vier Fünf- 
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ecke liegen in derselben Vertikalen zu TTi. Die zwanzig 
Ecken des Zwölfflachs sind also in TJ^ und drei parallelen 
Ebenen gelegen. Die mit gleichem Index versehenen Ecken 
Ä und D einerseits und B imd C andererseits liegen auf 
den zehn Achsen des Zwölfflachs, welche sich in seinem 
Mittelpunkte M halbieren. 

Die eine Seite des -4-Fûnfecks sei noch || a;. (Fig. 8 6.) 
Man zeichnet dann zunächst das ^-Fünfeck mit der 
Seite s, so dass z. B. -^3^4 ||ic ist. Der Mittelpunkt M 
desselben ist zugleich die erste Projektion des Körper- 
mittelpimktes M. Das obere Fünfeck D besitzt dann 
denselben Mittelpunkt M% ist aber um 180® gedreht 
gegen A^ also AiCi _L AgA^ u. s. w. Die zehn Ecken 
A , D bilden mithin die Ecken eines regelmässigen Zehn- 
ecks. Da die Kante A^^ B^ mit den beiden anstossenden 
Seiten A^ A^ und A^ A^ gleiche Winkel bildet, so muss 
es auch ihre Projektion thun. AiB^ fällt also mit der 
Halbierungslinie des übersturapfen Winkels A^A^A^ 
zusammen und geht folglich in ihrer Yerlängenmg 
durch den Mittelpunkt 3f hindurch. Das Gleiche 
gilt für die Projektionen der Übrigen Kanten ABj 
sowie der Kanten DG. Da nun die Punkte C in der 
gleichen Weise zu der oberen Seitenfläche D^ ... D^ 
Hegen, wie die Punkte B zu der unteren A^ ... A^^ 
so haben die ersten Projektionen aller Kanten AB 
imd DG gleiche Länge. Wird das Fünfeck D^D^G^BiG^ 
um DqD^ gedreht, bis es imt D^D^D^D^D^ zusammen- 
fällt, so beschreibt C3 einen Kreis, des&en Ebene senk- 
recht auf i>3 D4 steht. Da D^D^ \\ TJ^ ist, so projiziert 
sich dieser Kreis in eine eine zu D^I)^ senkrechte Gerade; 
diese muss auch durch D2 gehen und fällt folglich mit D^A^ 
zusammen. Folglich ist Gl der Schnittpunkt von D-^A^ 
mit Jf'Dg- Hiermit sind auch für die übrigen C- und 
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D- Ecken die ersten Projektionen bestimmt; sie bilden 
die Ecken eines zweiten Zehnecks, dessen Seiten zu- 
gleich Projektionen von Kanten des Zwölfflachs sind. 
Zur Kontrolle dient hier, dass D^Ai _L D^D^ sein und 
ebenfalls durch C^ gehen muss. 



Diu,' d: b:b ; 




c: 




Fig. 86. 



Der Aufriss ist bestimmt, sobald die Höhen des 
J9-, C- und D- Fünfecks über TTi bekannt sind. — Da 
^6 Ca -L C3C4 und C^G^\ J\^ ist, so steht auch 
^5 Gj _L Cg Q . Hieraus folgt, dass von den sechs von C^ 
ausgehenden Flächendiagonalen je zwei, durch eine dritte 

Haussner, Darstellende Geometrie. 11 
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Diagonale getreniite aufeinander senkrecht stehen. Das 
Gleiche gilt für alle Ecken, und folglich ist auchQ J- lA^B^ . 
Da femer diese beiden Diagonalen in einer zu x senk- 
rechten Ebene liegen imd gleiche Länge haben, so folgt 
(genau wie auf S. 100) Ai' C'^'= A^Bi und Ai'B;^= A^ C^, 
Da das D- Fünfeck ebenso hoch über dem C- Fünfeck 
liegt als das j5- Fünfeck über dem ^-Fünfeck, so muss 
r^'Df = A%B^ sein. Hiermit sind die drei Parallelen zu a;, 
in welchen die 5-, C- und Z)- Ecken liegen, bestümnt. 
Kontrolle: Die zweiten Projektionen der zehn Achsen 
müssen sich in M" schneiden. Yon zwei Gegenecken 
gehen parallele Kanten aus, also z. B. A!^B^'\^ Z>f CJ'u.s.w. 

102. Zum Schlüsse möge hoch die Lösung einer 
komplizierteren Aufgabe folgen. 

Aufgabe, Es ist ein regelmässiges Vierflach 
zu zeichnen, von welchem die erste Projektion 
ÄB'C einer Seitenfläche und eine Ecke C{C% C'O 
gegeben sind. 

Es handelt sich hierbei zunächst danun, die zweite 
Projektion eines gleichseitigen Dreiecks zu bestimmen, 
dessen erste Projektion gegeben ist. Diese Aufgabe ist 
aber nur ein spezieller Fall der folgenden 

Anfqahe. Die zweite Projektion eines Drei- 
ecks AB(\ dessen erste Projektion A'B'C ge- 
geben ist, soll so bestimmt werden, dass das 
Dreieck ABC einem gegebenen Dreiecke A^B^C^ 
ähnlich ist. 

Diese Aufgabe soll zunächst gelöst werden. 

103. Man denke sich in der Ebene des Dreiecks 
ABC (Fig. 87) durch seine Ecke C die erste Haupt- 
linie u und erste Falllinie u gezogen, welche ^-B in 
den Punkten R und S schneiden mögen; der von u 
und u gebildete rechte Winkel projiziert sich wieder 
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als rechter Winkel (§ 60), und die ersten Projektionen 7t?', S^ 
der Punkte i?, S teilen A'B^ in demselben Verhältnisse 
wie Ä, S die Seite .4J9 selbst: E'A':A'B':B'S' 
= RA: AB : BS. Eine in der Dreiecksebene gezogene 




Fig. 87. 

Parallele zu AB möge von den Seiten CA^ CB 
und den Schenkeln CR^ CS des rechten Winkels in 
den vier Punkten Aq, Bq^ Rq^ Sq getroffen werden; 
dann verhält sich RqAq : AqBq : ^o*^o = ^^ : AB : BS 
und folglich auch RqAqiAqBoiBqSq^R'A'iA'B'iB'S', 
Zieht man die Parallele speziell so, dass AqBq= A'B' 
wird, so ist RqAq= R' A\ BqSq= B^ S\ Denkt man 
sich ferner die Figur CRqAqBqSq in die erste Pro- 
jektionsebene gelegt, so dass Aq, Bq mit A^^ B' und 
also Rq^ Sq mit /^', S^ zusammenfallen, und C dabei in 
einen Punkt C^ fällt, so kann man (7 und C^ als affine 
Punkte und A^B^ als zugehörige Affinitätsachse betrachten. 
Dann sind Ä'^^'^S^und R^C^S^ die entspi-echenden rechten 
Winkel in den affinen Punkten (V und C^, Beachtet 
man noch, dass AA'C^B^ ähnlich dem gegebenen 
Dreiecke A^ B^ r^ sein muss, so ergibt sich aus den 
vorstehenden Betrachtungen die folgende Konstniktion 

der Puûkte R' und >S". 

11* 



104 



IV. Ebenflächige Gebilde. 



A^' 



S>^ 



U' 




ÇZ- ~:''^- 



'<- 



- --^s- 



\ 



\ 



\ 




. \ 



/ --/r"'y 

i 



/ 



r 



'^:^ 



Flg. 88. 



Man zeichnet (Fig. 88) das dem gegebenen Drei- 
ecke A^B^C^ ähnliche Dreieck A'JVC^^ welches mit 
.\! W C/ die Seite A' l^ gemeinsam hat, und konstniiert 
darauf (nach § 14) die entsprechenden rechten Winkel 
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in den affinen Punkten C nnd C®, wodurch man die 
gesuchten Pimkte -R'', /S' erhält. 

Es ist nun noch zu entscheiden, welcher von den 
Schenkeln des rechten Winkels in C" die Projektion 
der diu'ch C gehenden ersten Hauptlinie u ist. Der 
von einer Hauptlinie u mit AB gebildete spitze 
Winkel muss sich auf TTi in einen kleineren spitzen 
Winkel projizieren. Da nun l\R' C' S' ^ l\EC S \^i 
und in unserer Figur <C''E'S'> < C'R'S' ist, so 
folgt also, dass CR' die Projektion u' der ersten 
Hauptlinie und C"R''\\x ihre zweite Projektion u" ist. 
C" S^ ist dann die Projektion der ersten Falllinie u durch C. 
Da noch C'R'\\ CR und also gleich der wahren Länge 
von CR ist, so wird AR'^C^S^ ^ARCS, wenn 
man C^R^^^CR' macht und R^S^\\R'S' zieht; 
folglich gibt C^S^ die wahre Länge von CS. Aus 
dieser und der ersten Projektion (7'^' ergibt sich 
der vertikale Höhenunterschied der Punkte C und S 
(S'T± S'C, C'T= Ç^S^)] folglich liegt die zweite Pro- 
jektion von S auf der Yertikalen durch S' in dem Abstände 

C'r senkrecht über oder unter u'' (US''== US^'- CT). 
Die zweite Projektion von RS ist also entweder i^^AS^'oder 

R"S''] auf diesen Geraden müssen die zweiten Projektionen 
von Ä und B liegen. Man erhält also zwei Lösungen, 

je nachdem man Ä'^B^'C oder T'È^'C als zweite 
Projektion des Dreiecks ABC ansieht. 

In der Figur 88 ist dem speziellen Falle der vor- 
liegenden Aufgabe entsprechend A A' B' Cq als gleich- 
seitiges Dreieck gezeichnet. 

104. Nachdem jetzt die beiden Projektionen einer 
Fläche des Yierflachs bekannt sind, kann man die vierte 
Ecke D leicht konstruieren. Dieselbe liegt senkrecht 
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n Vielflache, 



" ■ï"!! affinen Punkten C »nd C", »„j 
8«"ehte„ P„ri.te ü', S' erhält "■"> '"»» d«, 
„ ^ Es i,t nun noch zu entscheiden, „.jj^, 
^^•^nkel. de. reehl»n Winkel» m ,,- „i. VZtaZ 
*»■ iJurct c gehenden ersten Hauptli„i„ „ -^ ,1 
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"Œkel mns8 dch auf H, in euien kloinnren ,„ L,, 

y»<ä in anirer Figur < C'Ä'.S" > .^ ,,»;,.«',,, ^ 
™'«« also, da«! C-H' die Projektion o- ,|,., .,^,^' 
Sf'iPlinie und C"Ä"'|ir ihre z-weito Proi,,|,|i„„ „» „ 



166 IV. Ebenfläcliige Gebilde. 

über dem Mittelpunkte ilf, dessen Projektionen die 
Schnittpunkte der Mitleltransversalen von Ä' B' C und 
A^'B^'C' sind. Dann ist i/'D' _L «', M"D'' ±v'\ 
wenn v(v^\\oc) eine zweite Hauptlinie der Ebene des 
Dreiecks ABC ist. Aus den beiden Projektionen einer 
Seite von ABC bestimmt man die walire Länge s 
einer Kante des Yierflachs und findet dann die wahre 
Länge h von MD als Kathete eines rechtwinkligen Drei- 
ecks, dessen Hypotenuse s und dessen andere Kathete 

gleich — der Höhe einer Seitenfläche, also gleich 

s f- ^ 
-/S ist. 
8 

Um schliesslich noch die Punkte D', D'' zu be- 
stimmen, wählt man einen beliebigen Punkt E auf der 
A- ABC durch M gezogenen Geraden und bestinamt 
die wahre Länge von ME^ w^elche gleich M'E^^ ist 
{E'E'^ = E''F'' und J_ M'E')\ Trägt man nun die 

Höhe des Tetraeders auf M' E'^ bis DJ ab (jf'Dj = h) 

und fällt von Dj ein Lot auf if'.E", so ist sein Fuss- 
punkt der Punkt JD'; D^'üegt vertikal über D'auf M''E'\ 
Da der Punkt D^auch auf der anderen Seite von 
ABC liegen kann, so erhält man zwei regelmässige 
Yierflache mit der Seitenfläche (A'B'C\ A''B''C") 
und weitere zwei mit der Seitenfläche (A^ B' C\ 

A^' B'^ C")\ die Aufgabe besitzt also im allgemeinen 
vier Lösungen. 

Ebener Schnitt eines Vielflachs und Netz desselben. 

105. Um die Schnittfigur eines Yielflachs mit 
einer Ebene E zu konstruieren, kann man entweder die 
Eckpunkte der Schnittfigur als Durchschnittspunkte der 
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Kanten des Vielflachs mit E oder die Seiten der Schnitt- 
figur als Schnittgerade der Seitenflächen des Yielflachs mit 
E bestimmen; das erstere heisst das Kantenverfahren, 
das letztere das Flächen verfahren. Bei dem Kanten- 
verfahren kommen nur die innerhalb der begrenzten \ 
Kanten gelegenen Schnittpunkte und bei dem Flächen- 
verfahren nm^ die innerhalb der begrenzten Seitenflächen 
gelegenen Teile der Schnittlinien in Betracht. Die An- 
wendung des Flächen Verfahrens empfiehlt sich nur bei 
gewissen Klassen von Vielflachen, vornehmlich bei Prismen 
und Pyramiden. Bei dem Kantenverfahren nimmt man 
entweder eine dritte Projektionsebene TTg , welche auf TTi 
(oder TTg) und E senkrecht steht, zu Hülfe oder benutzt 
die projizierenden Ebenen der Kanten (§ 65). Bei Be- 
nutzung einer TTg fällt die dritte Projektion der Schnitt- 
figur mit der dritten Spur von E zusammen; man sieht 
folglich unmittelbar, welche Kanten E treffen. Besonders 
bei komplizierten Vielflachen wendet man am vorteil- 
haftesten dieses Verfahren an. 

106. Aufgabe, Ein mit einer Achse senkrecht 
auf TTj stehender Würfel wird von einer Ebene 
E (01,^2) geschnitten; es soll die Schnittfigur 
und das Netz des Würfels konstruiert werden. 

(Erste Art des Kanten Verfahrens.) (Fig. 89.) Es 
empfiehlt sich, hier eine dritte Projektionsebene TTg _L TT^ 
und _L E zu benutzen (2/ = TT^ X TT3 ? 2/ -L ^1) ^^d 
(nach § 80) die dritte Projektion des Würfels, event. 
nur so weit als nötig, zu zeichnen. Die dritte Spiu* e^ 
von E erhält man leicht mit Hilfe einer ersten Haupt- 
linie w, z. B. derjenigen, deren erste Projektion w' 
durch (t" geht; dann ist U^U-^^ O'^ U^ und 63 die 
Verbindungslinie von U2 mit J57^ = e^L X V- I^ie Schnitt- 
punkte von ^3 mit den dritten Projektionen der Würfel- 



168 



IV. EbeDflächige Gebilde. 



kanten geben sofort die dritten Projektionen !>"', . . ., O" 
der Ecken der gesuchten Schnittfigur. Diese hat man 
nur noch rückwärts in die anderen Projektionen (IJ"L' ±.y^ 




'Ç 









Fig. 89. 



jL'L'' _L x) zu Übertragen. Hierbei ist zu beachten, 
dass zwei benachbarte Ecken der Schnittfigur auf zwei 
derselben Seitenfläche angehörenden Kanten liegen 
müssen. In der Figur sind auch die sonst sichtbaren 
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Kanten so weit punktiert, als sie durch E verdeckt 
werden. 

Für das Ausziehen der Linien der Schnittfigur ist zu 
beachten, dass nur diejenigen Linien sichtbar sind, welche 
auf sichtbaren Flächen liegen, und dass von einer auf 
dem wahren Umrisse gelegenen Ecke der Schnittfigur 
stets eine sichtbare imd eine unsichtbare Seite der- 
selben ausgehen. 

Kontrolle: Man konstruiert den Aufriss besonders, 
indem man das Verfahren unter Benutzung einer zu TTg 
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Fig. 90. 



und E senkrechten neuen Projektionsebene wiederholt; 
die entsprechenden Punkte von Gnmdriss und Aufriss 
müssen dann vertikal übereinander liegen. 
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Die wählte Grestalt Jq ... Oq der Schnittfigur erliält 
man durch Umlegen von E in TTi (§ 75, I). Jq ... Oq 
und e7' . . . O' sind in bezug auf e^ als Affinitätsachse. 

Legt man alle Seitenflächen des Würfels in einer 
Ebene so aneinander, dass jede mit der benachbarten 
längs einer Kante zusammenhängt, so erhält man das 
Netz (Fig. 90) des Würfels. Die Kantenlänge s des- 
selben erhält man aus der Diagonale einer Seitenfläche; da 

B'D' BD , so ist BD^B'D'^s /2 , also « = V * ^'^'' 

Um die Seiten der Schnittfigur einzutragen, ti-ägt 
man ihre Eckpimkte ein ; z. B. findet man / auf Ä D 
leicht aus AD : AJ= Ä' D' : A'J' u. s. w. Kontrolle: 
JK = Jq Kq u. s. w. 

107. Man benutzt oft die Schnittfigur eines Viel- 
flachs mit einer passend gewählten Ebene, um sein Netz 
leichter konstruieren zu können, wie das folgeifde Bei- 
spiel lehren mag. 

Aufgabe. Eines schiefes Prisma ABCD ist 
durch seine beiden Projektionen gegeben; es 
soll sein Netz entwickelt werden. 

(Fig. 91.) Man sclmeidet das Prisma durch 
eine Ebene E, welche senkrecht zu den Kanten AB 
desselben ist; man zieht also durch einen beliebigen 
Punkt Ex von x die Spuren e^ J_ u4'5' und ßg -JL A^'Bf' . 
Darauf konstruiert man nach dem Verfahren des vorigen 
Paragraphen die Schnittfigur Q C^ CJj C^ mit Hülfe 
einer zu TTi und E senkrechten Ebene, d. h. also 
2/ = TTi X TT3 ist _L Cj . Da die Hülfsebene E sowohl 
auf den Kanten AB als auf TT3 senkrecht steht, so ist 
e.3^ A. A"' B'" . Aus der dritten Projektion erhält man 
zuffleich die wahren Längen der Kanten zwischen den 
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beiden Endflächen des Prismas, sowie ihrer Teile zwi- 
schen jeder Endfläche und E. Ferner konstruiert man 
die wahre Gestalt der Schnittfigur durch Umlegen 




Fig. 91. 



von E in TTi; die Kreise, welche die Punkte C be- 
schreiben, projizieren sich auf T\^ in die Kanten AB\ 
Zur Kontrolle dient, dasse^ Affinitätsachse iwc A^Ä.iA.^Ä^^^ 
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G (Cl Ci Ci und cl cl cl cl ist, also entsprechende Seiten 
der drei Figuren sich auf e^ schneiden. 

Breitet man nun die prismatische Fläche, welche 
längs der Kante A^ B^ aufgetrennt sei, in eine Ebene aus, 
so fallen (Fig. 92) die Seiten des Normalschnittes Q C^ C^ Q 
in eine Gerade, auf welcher die Kanten senkrecht stehen. 
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Fig. 92. 



Aus der wahren Gestalt der Schnittfigur entnimmt man 

die Längen C^Cg = Clcl^ . . . imd aus der dritten Pro- 
jektion die Längen Ä^C, = A'CCC\ Ä^B^=-ATB{'' 
A!iBi'\ , . . Hierdurch ist das Netz der Seitenflächen 
bestimmt, an welche man noch die beiden Endflächen, 
die aus dem Grundrisse unmittelbar zu entnehmen sind, 
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in passender Weise anfügt. Faltet man die Netz- 
figur wieder zur Prismenfläche zusammen, so er- 
hält man entweder das Prima AB oder das ihm in 
bezug auf TTjl symmetrische, je nachdem die eine oder 
die andere Seite der Netzebene nach aussen zu liegen 
kommt. 

108. Aufgabe. Es ist der Schnitt eines 
schiefen Prismas AB {AB', A"B'') mit der Ebene 
E(ei, ^2) zu konstruieren (Fig. 93). 



b: b^jçb. 
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Fig. î>3. 



(Zweite Art des Kantenverfahrens.) Man bestimmt 
fiir jede Seitenkante des Prismas die Schnittlinie s ihrer 
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ersten projizierenden Ebene N mit E und dann den Schnitt- 
punkt C von s mit der betreffenden Kanle (§ 65), wie 
dies in der Figur 93 für die Kante Ä^B^ {n^=.s'= A'B\ 
s''= S{'S2, Cr=s''XA'BC) dnrchgeffilirt ist. Auf 
diese Weise erhält man den Aufriss der Schnittfigur, 
aus welchem man rückwärts die erste Projektion eihält 
Ist C( gefimden, so kann man die übrigen Punkte auch 
auf Grnmd der affinen Beziehung von A^Ä^Ä^Ä^ und 
^(CiC^Cl (Affinitätsachse e^ finden. Will man aber 
eine Kontrolle haben, so konstruiert man auch den 
Gnmdriss in analoger Weise direkt mit Hülfe der zweiten 
projizierenden Ebenen der Kanten AB, 

109. (Flächenverfahren.) Man bringt jede Seiten- 
fläche des Prismas zum Schnitt mit E, wozu man eine 
Hülfsebene M^ | ' TTi benutzt. Die Spur von E in dieser 
Hülfsebene ist eine erste Hauptlinie u von E und also e, 
parallel. Das Prisma wird von T\^ und ^^ in zwei 
kongruenten Vielecken A^A^ ... B^B^ ... geschnitten. 
Yerbindot man die Schnittpunkte E^^ =^ ^i X A A ^°^ 
-^12 =^ X A^2 miteinander, so ist diese die Schnittgerade 
der Ebene E und der Seitenfläche A^A^B^B^ und das 
innerhalb dieser Seitenfläche gelegene Stück C^Q zu- 
gleich eine Seite der Schnittfigur. In dem vorliegenden 
Falle legt man 4> durch die obere Endfläche des Prismas 
{u''= BCBi% C/2 = 62 X ^^ U^ U-I±x, u'W e^ durch C//). 
In der Figur ist die Konstruktion . nur für die Seiten- 
fläche A^A^B^B^ diu-chgeführt (£'3,4 = ^8-44X61, ^8% 
= BiBl X w', £'3,4 i<V,4 ist die gesuchte Schnittgerade, 
welche ^3^3' in C3, A^Bl in C/ schneidet), und Q Q 
ist ihre Schnittgerade mit E . Auch hier lässt sich 
die affine Yerwandtscliaft von ClCiCiCl mit AiA^A^A^ 
(Achse e^) und mit B^B^B^Bl (Achse u') für die weitere 
Konstruktion verwerten, nachdem Ci Gl bestimmt ist. 
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Kontrolle: Je zwei benachbarte Seiten der Schnittfigur 
müssen sich auf der dazwischen liegenden Kante 
schneiden. 

110. Aufgabe, Es ist die Schnittfigur einer 
Pyramide mit einer Ebene E (ej, e^ und das Netz 
zu konstruieren. 

Wenn die Pyramide mit ihrer Grundflaxîhe nicht 
auf TTi oder TT2 aufsteht und auch ihre Schnittfiguren 
mit denselben ausserhalb der Zeichenfläche liegen, so 
wendet man das Kantenverfahren an; anderenfalls ist 
aber das Flächenverfahren vorteilhafter. 

In Figur 94 steht die Pyramide mit ihrer Gnmd- 
fläche auf TT^ auf. Man legt dann durch ilire Spitze S 
eine Hülfsebene ^ | TTi , welche E in der ersten Haupt- 
linie w (tt'' durch S'' und j|x), die Seitenfläche SA^Ä^ 
in der durch S gehenden Greraden t schneidet, welche 
[ A^A^ {t' 1; A^A^ ist. Die Punkte ^2.8 = ^2^8 X ^i 
und JF2% = ^ X w' bestimmen dann die erste Projektion 
der gesuchten Schnittgeraden, deren inoerhalb S^A^A^ 
gelegener Teil CiC^ die erste Projektion einer Seite 
der gesuchten Schnittfigur ist. 

Nun gehen die Verbindungslinien entsprechender 
Ecken der Grundfläche und der Schnittfigur (als Kanten 
der Pyramide) diu'ch einen Punkt, S^ und schneiden 
sich entsprechende Seiten auf einer Geraden, nämlich 
der Schnittlinie c^ der Ebenen beider Figuren. Man 
nennt solche Figuren perspektiv-kollineare, ^ ihr 
Kollineationszentrum und e^ ihre Kollineations- 
achse und die Verbindungslinien entsprechender Punkte 
Kollineationsstrahlen. Diese geometrische Ver- 
wandtschaft, von welcher später noch ausführlicher die 
Rede sein wird, umschliesst die Perspektive Affinität 
als speziellen Fall; rückt ä in das Unendliche, so 
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werden die KoUineationsstrahlen einander parallel, und 
die Figuren sind dann zu einander, perspektiv-affir. 

Dieselbe Yerwandtschaft besteht augenscheinlich 
auch noch zwischen der önindfläche und der ersten 




Fig. 94. 



Projektion der Schnittfigur; e^ ist die Kollineationsachse 
und S' das Kollineationszentnun. Nachdem also C^ be- 
stimmt ist, verbindet man £'3,4= ^3^4 X ^t ^^^ ^s; 
diese Gerade schneidet A^S' in G4', und mithin ist 
O/C4' die erste Projektion der Schnittlinie von S A^A^ 
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mit E . In dieser "Weise fortfahrend, erhält man die 
übrigen Punkte (7. Als Kontrolle dient, dass die so 
entstehende Figur sich schliessen muss. 

Um die wahre Gestalt (7? C^ Ct Cl der Schnittfigur 
zu erhalten, legt man die Ebene E in TTi um (§ 75, 11: 

Ca (7a'_Lei, GIY = GiY + Ci' X ; Affinität zwischen 

6Y ... Gl und Gl ... Gl) . 

Das Netz der Pyramide entsteht durch Umlegen 
ihrer Seitenflächen in TTi. Hat man die Seitenfläche 
SA^Ä^ um A^Ä^ in TTi umgelegt (§ 72: S'S^±Ä^Ä^, 

W~f = Wp^ + }i, wo h die Höhe der Pyramide be- 
zeichnet), so ist G2 der Schnittpunkt von Ä^S^ mit 
dem von C^ auf Ä^Ä^ gefällten Lote. In gleicher 

Weise findet man G^ . 

Kontrolle: ci ci ^ Clct und ct ct muss CiGi 
und ^2 ^3 auf e^ schneiden, also ebenfalls durch den 
Punkt ^2,8 gehen. Die Umlegung von SA^A^ findet 
man jetzt einfach in der Weise, dass man das von S' 
auf A^A^ gefällte Lot mit dem Kreise, dessen Kadius 
gleich A^S^ und dessen Mittelpunkt A^ ist, schneidet. 



Durchdringung zweier Yielflache. 

111. Die Konstruktion der Schnittfigur zweier 
Vielflache kommt im allgemeinen auf eine wiederholte 
Anwendung der Verfahren hinaus, welche in den §§105 
bis 110 für die Bestimmung der ebenen Schnitte von 
VielQachen gegeben sind. Dementsprechend unter- 
scheidet man auch hier Kanten- und Flächen- 
verfahren. 

Haussner, Darstellende Geometrie. 12 
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Bei dem Kantenverfahren hat man den Schnitt- 
pimkt jeder Kante des einen Yielflachs mit jeder Fläche 
des anderen zu konstruieren und erhält dadurch die 
Ecken der Schnittfigur. Hierbei kommen nur solche 
Schnittpunkte in Betracht, welche innerhalb der be- 
grenzten Kante und der begrenzten Fläche liegen. Es 
sind dann je zwei Eckpunkte, welche auf beiden Yiel- 
flachen ein und derselben Seitenfläche angehören, mit- 
einander zu verbinden. 

Bei dem Flächen verfahren bestimmt man die 
Seiten der Schnittfigur als Schnittlinien der Flächen des 
einen mit den Flächen des anderen Yielflachs. Nur so weit, 
als jede solche Schnittlinie innerhalb beider begrenzten 
Seitenflächen liegt, ist sie Seite der Schnittfigur,' deren 
Ecken auf den Kanten der Yielflache liegen müssen. 

Die Durchschnittsfigur besteht aus einem oder 
mehreren geschlossenen Yielecken. In dem ersteren 
Falle dringt das eine Yielflach entweder in das andere 
ein oder schneidet ein Stück aus ihm aus; in dem 
letzteren Falle durchdringt das eine Yielflach das andere. 
Jedes Yieleck der Schnittfigur ist eben oder windschief, 
je nachdem es auf einer einzigen Fläche eines der beiden 
Yielflache liegt oder nicht. Ob eine Seite der Schnitt- 
figur sichtbar ist oder nicht, hängt davon ab, ob von 
beiden Yielflachen die Flächen, dessen Schnittlinie sie 
ist, sichtbar sind oder nicht. In den folgenden Figuren 
sind bei jedem Yielflach die Teile der Kanten, welche 
innerhalb des anderen liegen, gar nicht gezeichnet. 

112. Aufgabe. Die Durchdringung einer 
dreiseitigen Pyramide und eines regelmässigen 
Achtflachs zu konstruieren. 

(Kantenverfahren.) Die beiden Yielflache seien 
durch ihre beiden Projektionen gegeben; eine Achse DJ 
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des Achtflachs sei _L TJ^ . Man benutzt, um die Ecken 
der Schnittfigur zu konstruieren, erste projizierende 
Ebenen durch die Kanten der Yielf lache (§ 66). Bei 
der besonderen Lage des Achtflachs zu TTi gewährt 
diese Wahl der Hülfsebenen den Vorteil, dass die Kanten 
der beiden Quadrate DFJH und DEJO die gleichen 
projizierenden Ebenen besitzen (Fig. 95). Um auch für 
die Kanten des Quadrates EFOH den gleichen Vorteil 
zu haben, verwendet man für dieselben zweite pro- 
jizierende Ebenen. • 

Die Konstruktion gestaltet sich für die Kanten des 
Quadrates DFJH folgendermassen. F'H' schneidet 
S'Ä\ S'B% S'C in U, if', N\ Die zweiten Pro- 
jektionen U\ Jf , N^' bestimmen die zweiten Pro- 
jektionen der Geraden, in welchen die erste projizierende 
Ebene des Quadrates DFJH die Seitenflächen der 
Pyramide schneidet. Die Schnittpunkte von U' W\ 
W'W\ N"U' mit D"r\ F''J'', J"W', H'D" smd 
die zweiten Projektionen von Eckpunkten der Schnitt- 
figur. Da nacli dem Obigen nur Schnittpunkte zu 
nehmen sind, welche innerhalb der begrenzten Kanten 
und Flächen liegen, so sieht man aus der zweiten Pro- 
jektion, dass keine der obigen vier Kanten des Acht- 
flachs die Seitenfläche SAG der Pyramide schneidet, 
da U'N" keine Seite des Quadrates D''F"J"H" trifft 
und dass die beiden anderen Seitenflächen der Pyramide 
nur von der Kante JH in den Punkten 3, 8 getroffen 
werden, da aUein J''H' die Lmien L''M'' und M''N'' 
in den Punkten 3'', 8'^ schneidet. — Analog gestaltet 
sich die Aufsuchung der Schnittpunkte einer Pyramiden- 
kante mit den Flächen des Achtflachs: P'== S'A'X E'F\ 

Q'=^s'Ä'xF'o% ir^s'Ä'xF'J% r=s'A'x^''J^'; 

r'=S''A''XP''^'', 5'' = S'' A'' X Q'' ^^'' ] von P''r' 

12* 
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Fig. 95. 

und r'Q" wird aS'M" nicht getroffen. Die Kante SA 
schneidet also nur die Mächen EFJ und FOJ des 
Achtflachs in 1 und 5. 
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113. Hat man in dieser Weise alle Schnitt- 
punkte der Kanten und Flächen der beiden Vielflache 
konstruiert, so sind dieselben in richtiger Weise zu ver- 
binden. In den meisten Fällen ' wird man — um Irr- 
tümer zu vermeiden — gut thun, sich bei der Kon- 
struktion eine Tafel anzulegen, welche neben jedem 
Schnittpunkt die Flächen beider Vielflache, in denen er 
liegt, angibt. Aus dieser Tafel erkennt man dann, 
welche zwei Punkte denselben Flächen auf beiden Viel- 
flachen angehören und also zu verbinden sind. In 
unserem Falle gestaltet sich die Tafel f olgendermassen : 



Flächen des Achtflachs 



Pyramidenflächen 



Eck- 
punkte 



EFJ 
FQJ 
FQJ 
DEF 

H JE, HJQ 

DEF, DES 
EJF, EJH 

JOF, JOH 

EFD, EFJ 
EHD, EHJ 



{ 



} 
Î 



SAB, SAC 


SCA, SGB 


SAB 


SBC 


SBC 


SAB 


SAB 


SBC 


SAC 


SBC 



{ 
{ 



1 

5 
G 

11 
3 
8 

10 
2 
4 
7 

12 
9 



Die Verbindungslinie je zweier durch aufeinander 
folgende Zahlen bezeichneter Eckpunkte ist eine Seite 
der Schnittfigur; da z. B. 1 und 2 den Flächen EFJ 
und SAB angehören. Der Linienzug 12 3 4 5 gehört 
SAB und den vier um /gelegenen Flächen des Acht- 



182 IV. Ebenflächige Gebilde. 

flachs an. Blickt man in der EicMung _L TTi , so ist 
SAB im Glrundriss sichtbar, und das Grleiche gilt für 
die vier Flächen des Achtflachs; daher ist der Linien- 
zug 1'2'3'4'5' auszuziehen. Eine Ecke der Schnitt- 
figur, in welcher eine sichtbare und eine imsichtbare 
Seite derselben zusammenstossen, liegt stets auf dem 
sichtbaren Teile des wahren Umrisses des einen Yielflachs. 

114. Das Verfahren ist für ganz beliebige Viel- 
flache anwendbar; es erfordert aber unter Umständen 
erfolglose Versuche, wenn nicht aus der blossen An- 
schauung zu erkennen ist, (iass eine Kante des einen 
Vielflachs das andere überhaupt nicht schneidet; die 
Kante SB z. B. erforderte einen derartigen erfolglosen 
Versuch. Besonders bei der Aufsuchung des ersten Eck- 
punktes der Schnittfigur (oder jedes Teiles derselben, 
wenn dieselbe aus mehreren getrennten Teilen besteht) 
sind oft solche erfolglose Versuche Dicht zu vermeiden. 

Ist aber z. B. 1 = EFJ y^ SÄ gefunden, so 
können die von 1 ausgehenden Seiten der Schnittfigur 
nur den Flächen SA D und SA G angehören. Auf der 
Schnittgeraden von EFJ und SAB z. B. muss also ein 
weiterer Eckpunkt der Schnittfigur liegen. Man bringt 
also noch eiue beliebige Kante der einen Fläche mit 
der anderen Fläche (z. B. SB mit EFJ) zum Schnitte 
und erhält dadurch die Kichtung der Schnittlinie 5 
beider Flächen bestimmt. Soweit diese Schnittlinie s 
innerhalb beider Flächen liegt, ist sie Seite der Schnitt- 
figur imd bestimmt in dem Punkte, in welchem sie die 
Begrenzimg der einen Fläche überschreitet, einen weiteren 
Eckpunkt {s 'X EJ= 2). Von diesem geht man dann 
in gleicher Weise weiter. Auf diese "Weise lassen sich, 
wenn ein Eckpunkt eines Schnittpolygons gefimden ist, 
erfolglose Versuche vermeiden. 
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Z n 



Kontrolle : Nach- 
dem der letzte Eck- 
punkt der Schnitt- 
figur gefunden ist, 
bestimme man die 
letzte Seite noch als 
Schnittlinie der be- 
treffenden Seiten- 
flächen , welche 
dann durch den 
letzten und ersten 
Eckpunkt gehen 
muss. 

115. Dieneben- 
stehende Figur 96 
gibt das Netz des 
Achtflachs mit ein- 
gezeichneter 
Schnittfigur. Die 
Kantenlänge s des 
Achtflachs ist gleich 
E'W. Die Lage Gi 
des auf der Kante 
E F gelegenen 
Punktes 12 kann 
man direkt dem 
Grundriss entneh- 
men, da EF\\T\^\ 
die Lage des auf 

EJ gelegenen 
Punktes 2 findet 
man aus der Proportion : EJ:E2 = E'J':E^2\ 
Cm einen nicht auf einer Kante liegenden Punkt, 




Fig. 96. 
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z. B. 1 in der Abwickelung zu bestimmen, kann 
man die Gerade J'l', welche E'F' in Z' schneidet, 
ziehen und erhält dann in der Abwickelung Z auf EF 
und 1 auï JZ aus den Beziehungen EZ = E'Z\ 
Jl \JZ=J'V\J'Z'. 

116. Aufgabe, Es ist die Durchdringung 
eines geraden und auf TTg senkrecht stehenden 




Fig. 97. 



Prismas mit einem beliebigen anderen Prisma, 
dessen Kanten TTi parallel sind, zu kon- 
struieren. 



il 
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Das Kaiitenverfahreii vereinfacht sich in diesem 
besonderen Falle bedeutend. In der zweiten Projektion 
(Fig. 97) liefern die Punkte BC, Bi\ Ei' und die 
Schnittpunkte der Kanten A^' C" mit den Seiten des 
Dreiecks B[' Ei' Bi^ unmittelbar die zweiten Pro- 
jektionen der Eckpunkte der Schnittfigur. Die ersten 
Projektionen der Punkte 2, 5; 7, 9 erhält man diu-ch 
Loten aus 2'', 5''; 7", 9''. Um femer z. B. die auf B^D^ 
gelegenen Eckpunkte zu bestimmen, zieht man durch Bi' 
eine Parallele zu A" C\\x^ welche A^Afi^ A^iA'l in den 
Punkten K" , H'' schneidet. Die durch K' , H' ge- 
zogenen Parallelen zu A'^C^ schneiden B^Di in den 
gesuchten Punkten V und 6'. 

Während in der Figiu* 95 jedes Vielflach aus dem an- 
deren ein Stück ausschnitt, findet hier der Fall der Durch- 
dringung statt: Das Prisma J9/) durchdringt das Prisma J G. 

Man konstruiere die Netze beider Prismen mit den 
Seiten der lÄurchdringungsfigur. 

117. Aufgabe. Die Durchdringung zweier 
Pyramiden, deren Grundflächen in verschie- 
denen Ebenen lie'gen, zu konstruieren. 

Auch bei dieser Aufgabe benutzt man das Kanten- 
verfahren, aber in abgeänderter Weise. Statt der pro- 
jizierenden Ebenen verwendet man Hülfsebenen, welche 
durch die Verbindungsgerade g der beiden Pyramiden- 
spitzen S imd T gehen. Vorausgesetzt, dass eine solche 
Ebene beide Pyramiden trifft, schneidet sie ihre Mäntel in 
Geraden, welche durch die Pyramidenspitzen gehen. 
Legt man insbesondere eine solche Ebene durch eine 
Kante der einen Pyramide, so sind die Punkte, in 
welchen diese Kante die von der Ebene auf dem Mantel 
der anderen Pyramide ausgeschnittenen Geraden trifft, 
Ecken der Schnittfigur beider Pyramiden. 
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Die Ebenen der Pyramidengrundüächen A^A2A^j 
B^B^B^ seien bezw. mit A, B bezeichnet. Die Gerade 
g== ST treffe die Ebene A in dem Punkte A^ die 
Ebene B in dem Punkte B. Jede durch g gelegte 
Ebene schneidet A und B in durch A und B gehenden 
Geraden a, è, welche sich ihrerseits auf der Schnitt- 
geraden s der Ebenen A und B schneiden müssen. 
Verbindet man andererseits A z. B. mit dem Punkte A^ 
und den Schnittpunkt N = AA^ \ s mit B^ so 
bestimmen die Geraden NA^ NB eine durch die 
Pyramidenkante SA und die beiden Pyramidenspitzen 
gehende Ebene. 

(Fig. 98.) Zunächst bestimmt man A imd B nach § 6 6, 1 

((7'=^U'2X/, D'=A^2AX9'. A^'=^C^^U^X9''\ 

E'^B{BiXg\ r = BiBiX9\ B'' = W'F^'X9''\ 
Hierauf sind die Projektionen von s == A X B zu 

ermitteln, was am besten dadurch geschieht, dass 
man die Diu-chschnittspunkte von Geradeti der einen 
Ebene mit der anderen Ebene aufsucht. In der Figur 
ist dies in der Weise ausgeführt, dass (§ 66, I) 
die Schnittpunkte J von BB^ mit A und M von 
AA^ mit B konstruiert sind {O' = A\ A'^ X B' B(, 
H' = A A X BB(, r = 0''H'' X B''B{'; L' = B^B^ 
X A'A, K' = B^B{ X A'A, M'' = U'K'' X Ä^'^^s] 
s'=J'M\ s''=J''M''). Um nun die Schnittpunkte 
der Kante SA^ mit der anderen Pyramide zu finden, 
zieht man die Gerade A^A\, welche s' in N' schneidet; 
N^B^ schneidet die Grundfläche der anderen Pyramide 
in i?', 0', folglich sind Q'r, R'T die ersten Pro- 
jektionen der Mantellinien, in denen die Ebene A^ST 
die Pyramide S B^ B2 B^ schneidet. Die Pimkte 
V = S'A[ X R' T\ y = .S^^4( X 0' T' sind mithin Eck- 
punkte des Grundrisses der Schnittfigur. Die durch g 
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und Jg, bezw. A^ gelegten Ebenen schneiden die andere 
Pyramide überhaupt nicht, da bereits M'B\M^= A' Ai\s^ 
das Dreieck BiB^Bi gar nicht trifft. In gleicher 
Weise verfährt man für die Kanten der Pyramide 
SB^B^B^ (in der Figur für die Kante B^T durch- 
geführt; die anderen Kanten liefern keine Schnittpunkte). 
Bestimmt man auch die zweiten Projektionen der 
Eckpunkte in dieser Weise (und nicht diu'ch blosses 
Loten aus den ersten Projektionen), so hat man die Kon- 
troUe: l'r, 2'2'', ... ±x. 

118. Das Verfahren bleibt auch dann noch anwendbar, 
wenn die Durchdringung von Pyramide xmd Prisma oder 
von zwei Prismen zu konstruieren ist. Da man ein 
Prisma als Pyramide, deren Spitze im Unendlichen liegt, 
ansehen kann, so benutzt man im ersteren Falle als 
Gerade g die durch die Spitze der Pyramide zu den 
Prismenkanten gezogene Parallele. Die von den Ebenen 
durch g auf dem Prisma ausgeschnittenen Mantellinien 
sind den Kanten desselben parallel. 

Handelt es sich um die Durchdringung zweier 
Prisijaen, so nimmt man Ebenen zu Hufe, welche durch 
die Kanten des einen Prismas parallel zu denen des 
anderen gelegt sind. Alle diese Hilfsebenen sind einander 
parallel, schneiden also die Ebenen A und B der 
Prismengrundflächen in parallelen Geraden a, ô, von 
denen sich je zwei zusammengehörige auf s = A X B 
schneiden. Als Beispiel für diesen Fall diene die 
folgende Aufgabe, in welcher noch eine Prismengrund- 
fläche, A mit TTi zusammenfällt. 

119. Aufgabe, Es soll die Durchdringung 
eines auf TTi stehenden Prismas mit einem be- 
liebig gelegenen anderen Prisma konstruiert 
werden. 
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Fig. 99. 



Zunächst bestimmt man die Schnittgerade s der 
Grundflächen, welche hier mit der ersten Spur der 
Ebene B identisch ist; s' ist als die Yerbindungslinie der 
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ersten Spurpunkte der Seiten B^B^^ B^B^ konstruiert, 
5^=0;. Hierauf ermittelt man die Richtungen von a 
und h. In der Figur 99 ist a konstruiert als Schnitt- 
gerade einer durch Ä^C^ parallel zu den Kanten BD 
gelegten Ebene (nach § 57, IV: g' = BiDi, W=B(Di 
X Ä^Ci, g''\ Bi'Di' durch W] a'= O^Ä^) imd h als 
Schnittgerade einer durch B^D^ parallel zu den Kanten 
A G gelegten Ebene (Parallele h zvl AC durch den be- 
liebigen Punkt Hàev Kante B^ D^, J=hXB,b'= BiJ'\ 
Hierauf verfährt man weiter wie in § 117 (z. B. B^N ^h\ 
NQ'\ a'] die Parallelen zu Ax C^ diuxîh P \md Q liefern 
auf BiDl^ die Eckpunkte 2', 5'). 

120. Aufgabe, Es soll die Durchdringung 
einer Pyramide und eines Prismas, welche 
beide auf TTi stehen, konstruiert werden. 

(Flächen verfahren.) Hier verwendet man vor- 
teilhaft das Flächenverfahren, indem man die zu TTi 
parallele Ebene E (Cg j| x) durch die Spitze S der 
Pyramide zu Hülfe nimmt. E schneidet das Prisma 
in einer der Grundfläche kongruenten Figur D^D^D^ 
(Fig. 100); die Schnittgeraden der Pyramidenflächen 
mit E gehen durch S und sind den Kanten der Pyramiden- 
grundfläche parallel. Die Schnittlinie der Flächen 
^^^2^2^ ^^^ ^B^B^ z.B. erhält man dann als Ver- 
bindungslinie von E ^ A^A^ X B^ B^ und F = D^ IK 
X SF, wo S F I B^B^ {F'^ D[Di X ^'F') ist. Da 
EF die Kanten SB^^ SB.^ der Pyramide innerhalb der 
Prismenfläche A^A^C^G^ schneidet, so sind 3 = Äi?, 
XEF \mà 4 = SB^ X FF Ecken und 3 4 ist eine 
Seite der Diu^chdringungsfigur. In 3 und 4 beginnen 
die Seiten der Durchdringungsfigur, welche den Schnitt- 
linien derselben Prismenfläche A^ A^ (\ ^\ ^ait den beiden 
anderen Pyramidenflächen angehören; diese beiden Seiten 
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enden auf der Kante A2 Cg . Fährt man in gleicher Weise 
fort, so erhält man den Grundriss der ganzen Diirch- 
dringungsfignr. 




Fig. 100. 



Kontrolle: Die Durchdringungsfigiu' muss eine (ans 
einem oder mehreren Teilen bestehende) geschlossene 
Figiu* sein. 
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Das nächenverfahren eignet sich auch für die 
Durchdringung von zwei Prismen oder zwei Pyramiden, 
wie man sofort erkennt. Es wird aber bei allgemeiner 
Lage der Yielflache nur dann vorteilhaft angewendet, 
wenn die Schnitte der Seitenkanten beider Vielflache 
mit zwei passend gewählten, entweder zu TTi oder zu 
TTg parallelen Ebenen zugänglich sind. Zwei Prismen 
werden von solchen ParaUelebenen in kongruenten, 
zwei Pyramiden in ähnlichen Vielecken geschnitten. 
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- €mUia (Saloüi. mit ©nieitung 

unb Hnmerfungen Pon (Dberlet}rer Dr. 
Ootfd?. rtr. 2. 

— (fabellt/ nebfl Olbtjanblungen mit 
biefer Did^tungsart pertpanbten 3ni}alts. 
mit Anleitung Pon Karl (Soebefe. Ztr. 3. 

— CaofOOn« mit (Einleitung Pon K. 
(Boebefe. Ztr. Qt. 

- IXtixina t>o» TSatn^zlm* mit 

2Inmerf ungen Pon Dr. Comafdiecf. Ztr. 5. 

- Viailian 6er U>eife« mitîjnmcr. 

fungen Pon prof. Denscl u. Kras. Ztr. 6. 
tid)i Peï}c: plîTPt Cljeoretifdje, H. 

Cittetraittt, 2lli^oc^6euifc^e/ mit 

(Srammatif, Ueberfegung unb (Êrlâutet« 
ungen Pon prof. CI). 5d;auffler. Ztr. 28. 

Cittetaiutr^efd^ic^te/ 2>eutfd?e, 

Pon prof. Dr. XXic^ lioéct. Ztr. 3^ 

6es 119* 'iaiix\i^xnb^tis^ 

Oon prof. Dr. (Earl tDeitbredit. X. <îeil. 
Ztr. IS-*. 
— 2. Ceil. Ztr. t35. 

— €n0lifc^e/ Pon prof. Dr. Karr 
IDeifer. Ztr. 69. 

— (ßrieC^if^C/ Pon prof. Dr. aifreb 
®er(fe. Ztr. 70. 

— Jtalienif C^e, Pon Dr. Karl Oo§ler. 
Ztr. ^25. 

— KÖtttifC^e/ Pon Qerm. 3ou<i?i»n- 
Ztr. 52. 

Co0arii^mentafeln,Dietftetti0e, 

pon prof. Dr. Qermann Sdjubert. 3" 
Scoeifarbigem Drucf. Ztr. 8^ 

Cogif jielje: pffdîologie. 

Cut^et , îtîartin , ^^otitas 
VXxxtnzx u« bas Kirchenlied 

6e5 16» 3a^r^« îlusgewai}It unO 
mit (Einleitungen unb ^nmerlnngen per« 
feïjen Pon prof. ®. Berlit. Ztr. 7. 






retifd^e, IIL 

^tîaletrei/ <0efc^{c^ie 6etr, »on prof. 

Dr. aidj. mutïjer. I. U. HI. FV. V. 

nr. 107, W8, m, uo, m. 
^ttat^ematifc^e ^ormelfatitm? 

IU1t0 fiet}e: ^onnelfammlnng. 
^edj^anif Pel^e : pl^yflt Iljeotertfdje, 1. 

^enfc^Uc^c Ti^tpct^ Der, fein 

Sau nnb feine CbdHafeiten von (Dhn* 
realfdjnlbireftor (E. Hebmann, nnt> (5e* 
fnnM}eitsIef)re oon Dr. 5. Seiler, tllit 
4? ^Ibbilbnngen un5 j^ Olafel. Hr. XS. 

21teieOYOlO$ie oon Dr. W. Crabert. 

mit ^9 21bbilb. unb 7 Cafein. Xtx. 6^. 
Mineralogie oon prof. Dr. a. Srauns. 

mit 130 îlbbilbnngen. Hr. 29. 
Minnefan^ fiei)e: n?altt)er oon ber 

Do^eltoeibe. 
Munter, ZffOmaS^ llel^e: Cntt^er. 

Mufif/ (5efd^ic^te 6er alten nnb 
mittelalterlichen/ oon Dr. 21. 

möt}Ier. mit 3af}Ireid;en ^Ibbilbnngen 
unb mn^fbeila^en. Hr. ;2Jl. 

MYt^oIogie, Deutfc^e, oon prof. 

Dr. ^ebr. Kaufpmann. Ztr. 15. 

— (Sriec^ifc^e unb römifc^e, 

oon Prof. Dr. ^erm. Stenbing. Ux. 27. 

— fielje and?: ^elbenfage. 

ttautit oon Direftor Dr. S^ani Sd^ulse. 
mit 66 Ilbbilbnngen. Hr. 8^. 

^Tibelunge, Der, TXùt nnb mittel. 

ïjod?beutfd?e (Srammatif mit fnrsem 
XDörterbudE? oon prof. Dr. ID. (Boîtier. 
Hr. X, 

— — flelje andj: Cebcn, Deutfdjes, im 
X2. 3af}rt}nnbert. 

ttui^pflanien oon Dr. 3. öeljrens. 
mit 63 ilbbilbnngen. Hr. j[23. 

fäba^O^it im (ßrnnbri§ oon prof. Dr. 
W. Hein. Hr. 12. 

— (Sefc^ic^te 6er, oon Dr. ç. voeu 

mer. Zlr. ;^5. 

— jlelje aud? : Sdjitiprojis,— Unterridjtsio. 



Paläontologie« Don prof. Dr. Hnb. 
Qoernes. mit 87 îlbbilbungen. Ztr. 95. 

-perfl^eftitie nebjl einem :inl}ang Aber 
Sdjattenfonfhruftion nnb ParaQelper» 
fpeftioe oon ^ans ^reyberger. mit 88 
Agaren. Ztr. 67. 

I^flanje, Die, if)r 3au unb U}r Ceben 
oon Dr. e Dennert mit 9« 2lbMIb. 

Hr. ^. 

pflanfënl^iolodie oon prof. Dr. w. 

mignia. Ztr. ](27. 

i^flanjen ^ Mori^^ologie, ^Tinaf 
tomie u* ^)|^vfioIo0ie oon prof. 

Dr. W, migula. mit oielen 2lbbilbgn. 
Hr. UX» 

j)fian3enreic^. Das« cinteiinng bes 

gefamten P^Iansenreid^s mit ben toid?* 
tig^en nnb befanntefien ^rten oon Dr. 
S. Heinecfe unb prof. Dr. ZD. mignia. 
mit 60 ^gnren. Ztr. 1(22. 

i)^ilofo)>^ie, €infü^run0 in 6ie, 

fiel^e: pfyd^ologie nnb Cogif. 

p^OtO^raf^^ie« t>on ß, Ke§Ier. mit 
^ Cafein nnb 52 21bbilbttngen. Ztr. 94. 

ff^y^it, 2:^eoretifc^e, i. Ce«: 

med^anif nnb 2IfnfHf. Don Prof. Dr. 
(Bnfiao 3ager. mit X9 21bbilb. Ztr. 76. 

— — n. (Ceil: Cidjt nnb ZDdrme. Oon 
prof. Dr. (Sn^ao 3dger. mit ^7 2Ib> 
bilbnngen. Ztr. 77. 

III. Ceil: €Ieftri3itat unb aWagnetis« 

mns. Don Prof. Dr. (Snßao 3A0er. 
mit 33 2lbbilbungen. Ztr. 78. 

ptfy^îali^âfe ^ormelf ammlung« 

Don prof. <ß. maljlcr. mit oielen ^ig. 
Zto. 1136. 

plaftil, J>iCf bes 2(^en6lan6e5 

oon Dr. Qans Stegmann. SOlit 23 Cafein. 
Hr. U6. 

pOetif, DeutfC^e, ©on Dr. Karl 
Borinsfi. Ztr. ^^0. 

4)fTC^oIo$ie un6 Co^if snr «n. 

f fli)mng in bie pi}iIofopl}ie oon Dr. Ci) 
Clfenlians. mit X3 ^gnten. Ztc X'k* 




vy. 






Dr. <5. 5. €\ 

Hec^neit/Ka; 

Don Obcrlclj i-' • 

prob^. mil 
oon ptof. D) 

nuffifc^es < 

Dr. <eridî S» 

— £efel>uc^» 

— — ^elje ani 

nebfl einem î 
2tnS9en>dt}It : 
3ul. 5al)t. i 

Sc^aitcnfonj 

fpefttoe. 

Sd^ulpta^ié 

von Sdjulbi^ 

— f. a.: Çàba{ 

Simptidus i 

Ijaufen. 3n 2| 
prof. Dr. S\ 

Sociologie oj 

nr. 10^. 

Spta(^betttt 

(Brammatif, ' 
tnngen Don D 

Sptad^wi^e 
mattifc^e[ 

2DWt einer Cafel. Ht. 69. 

— KomanifC^e/ oon Dr. 2K>. ganner. 
Zlx. X28. 

5prUC^6iC^iun0 We: lüaltl^eij 
ber Oogelœeibe. 

Siammestunbe^ Deutfd^e 

Dr. Hub. annd}. Ht. U6. 
Stenograi^^ie lietje: Kutjfdjrif 

Stereometrie »on Dr. «laf 

^ ^gnren. Ht. 97. 



«tit Dielen jrôttmtlavin. 9». X03. 

U>olfram t>on Cfc^ettbac^ fiei^e: 

Hartmann o. 2ïae. 

"[^eS, oon Dr. 

idj. «Kit \7 
ib (Boibbrnrf 
tn. Ht. 39. 

es / Don 
îlb. 9lr. 58. 




